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Question de cours. 3 points
Soit (E, 〈, 〉) un espace euclidien, soit u un endomorphisme symétrique de E et soit F
un sous-espace vectoriel de E.

1. Rappeler la définition de l’orthogonal de F , noté F⊥.
2. Démontrer que si F est stable par u, alors F⊥ est stable par u.

Exercice 1. 7 points

On considère la matrice A :=

(
0
√

2√
2 −1

)
.

1. Justifier qu’il existe une matrice orthogonale P ∈ O2(R) telle que P−1AP =
Diag(−2, 1). Expliciter une telle matrice P et son inverse.

2. La matrice A est-elle symétrique positive ? Justifier la réponse.
3. Déterminer l’ensemble des valeurs n ∈ N∗ pour lesquelles la matrice An est
symétrique positive.

Exercice 2. 8 points
On considère (E, 〈, 〉) un espace euclidien de norme associée ‖ · ‖. Soient v ∈ E\{0} et
λ ∈ R. On considère l’application

u : E −→ E
x 7−→ x+ λ〈x, v〉v.

1. Montrer que u est un endomorphisme symétrique de E.
2. a. Pour x ∈ E, calculer ‖u(x)‖2.

b. En déduire que u est un endomorphisme orthogonal de E si et seulement si

λ ∈
{

0,− 2
‖v‖2

}
.

3. Dans la suite, on supposera que λ = − 2
‖v‖2 .

a. Montrer que les valeurs propres réelles d’un endomorphisme orthogonal sont
incluses dans {−1, 1}.

b. En déduire que u est une symétrie de E.
c. Déterminer Ker(u− IdE) et préciser complètement la nature de l’application u.

Exercice 3. 4 points
Déterminer, en prenant le soin de détailler le raisonnement et les calculs,

inf

{∫ 1

0

(
t2 − at− b

)2
dt
∣∣∣ a, b ∈ R

}
.


