UFR MATHEMATIQUES UNIVERSITE DE STRASBOURG
XAVIER FRIEDERICH
L2 S4 Automne - Analyse S4 - Intégration Automne 2018

Feuille d’exercices
— Fin du Chapitre 1 : Intégrale de Riemann —

EXERCICE 1 —
1. Donner un exemple de fonction continue sur [0, 1], d’intégrale nulle sur [0, 1] mais non-identiquement nulle.

1
2. Soit f une fonction continue sur [0,1] & valeurs positives et telle que / f(z)dx = 0. Montrer que f est
0

identiquement nulle.

EXERCICE 2 —
Déterminer toutes les fonctions continues f : [0,1] — [0, 1] telles que / f= 12
[0,1] [0,1]
EXERCICE 3 —
Soit f : [0,1] — R continue. Montrer que / lf] = ‘ / f‘ si et seulement si f est de signe constant sur [0, 1].
[0,1] (0,1]

Que peut-on dire de f : [0,1] — C telle que / lf| = ‘/ f‘ ?
[0,1] [0,1]

EXERCICE 4 —
Soit f : [0,1] — R continue par morceaux. Montrer que la suite (n / f ) converge et déterminer sa limite.
[0 %] neN*

EXERCICE 5 —
Soient a < b deux réels et soit f : [a,b] — R de classe ¢ telle que f(a) = 0.
b— 2
Démontrer 'inégalité : f2< (b-a)7 12
2
[a,b] [a,b]
EXERCICE 6 —

1
Calculer pour tout a € R l'intégrale I(a) := / min(z, a)dx.
0

-

EXERCICE 7 — 2 1 ™ r
Calculer a 'aide d’un changement de variables / 1+ — | Arctan(z)dx et / ——dx
1 x? o 1+ sin(x)

2

EXERCICE 8 — 1
Pour a € RT et n € N on pose I(a,n) = / (1 —z)"dx.
0
1. Trouver une relation entre I(a + 1,n) et I(a,n).
2. Calculer I(a,n) — I(a,n + 1).

3. En déduire une expression de I(a,n + 1) en fonction de I(a,n) puis donner une expression de I(a,n).

EXERCICE 9 (INTEGRALES DE WALLIS.) — .z
On pose pour tout entier naturel n : W, := / cos™ (t)dt.
0

Bl
1. Montrer que W, :/ sin”(¢)dt.
0
n+l
n+2
3. Apres avoir calculé nW, W, 11 pour tout n € N et montré que W,, ~ W, 1 lorsque n tend vers +oo, proposer
un équivalent de W, lorsque n tend vers +oo.

2. Montrer que W19 = W, puis en déduire une expression de Wy, et Wy, 1 pour tout p € N.



EXERCICE 10 —
Montrer que les suites suivantes convergent et déterminer leurs limites :

1 &< 9 . km
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EXERCICE 11 — 1 k
Soit f continue sur [0,1]. Montrer que la suite (uy,)nen+ définie par w, = — E (—1)kf <) est convergente et
n n

6. u,

déterminer sa limite.

EXERCICE 12 (INTEGRALE DE POISSON.) —
Soit a € R\{—1;1}. Montrer en utilisant les sommes de Riemann :

™ 2rln|a|l sia|>1
/ In(a® — 2acos(z) + 1)dx = o ) al
0 0 si |a| < 1.

EXERCICE 13 —
Montrer que la suite (uy,)nen+ définie par u,, = Z 72 est convergente et déterminer sa limite. (Indication :

pt+1

dz n dx

mm— N

on pourra commencer par montrer [’encadrement / en prenant le soin

de noter pour quelles valeurs de p et n il est valable. )

EXERCICE 14 —

1
Soit f : [0,1] — R continue. Montrer que si f= 3 alors f a un point fixe.
(0,1]

1
n

EXERCICE 15 — ,

Soit f : [a,b] — C continue avec a < b deux réels. Démontrer que lim / 1" ] =sup|f]
n—-+oo [a la,b]

EXERCICE 16 (VERSIONS DU LEMME DE LEBESGUE) —

1. Soit f de classe € sur [a,b]. Montrer que lim e f(2)dx =
n—+oo J,

2. Montrer que le résultat précédent est encore vrai en supposant seulement f continue par morceaux sur [a, b].
(Indication : on pourra commencer par montrer le résultat pour les fonctions en escalier puis on utilisera un
argument de densité.)

EXERCICE 17 — 12

On consideére la fonction f : x — / Wdt.

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 en une fonction que 1’on notera encore f.
3. Montrer que f est de classe 4! sur R et donner I’expression de sa dérivée.



