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Introduction

Le présent mémoire se veut une introduction a la théorie des représentations des groupes topologiques compacts.

Dans le premier chapitre, on introduit la notion algébrique de produit tensoriel qu’on sera amené a manipuler
a plusieurs reprises dans la suite.

Ensuite, on en vient a la théorie des représentations. Si la théorie des représentations est valable pour tout groupe
fini, on s’intéresse plus généralement dans ce mémoire aux groupes compacts; en outre, les notions de topologie
générale seront souvent utiles.

Le résultat essentiel, rendant possible la théorie, est sans doute ’existence d’une mesure sur chaque groupe
compact qui a en plus la propriété d’invariance par translation; cette mesure permet par exemple d’intégrer des
fonctions continues sur un groupe compact, donc aussi de définir des produits scalaires. La preuve de ce résultat
fondamental, rédigée dans la deuxieme section, repose sur des notions d’analyse fonctionnelle.

On en vient alors au vocabulaire des représentations et a la notion de caractere. On verra, en exploitant certains
outils d’analyse hilbertienne ainsi que la théorie de Schur, Peter et Weyl, qu’on sera amené en pratique a déterminer
les caracteres des représentations irréductibles des groupes compacts.

Le cinquiéme chapitre est une approche de la théorie des représentations induites, nécessaire a la construction
de nouvelles représentations a partir de représentations données.

Dans les deux derniers chapitres, on est amené a manipuler les outils introduits sur des cas concrets.
D’abord, on cherche a déterminer les caracteres irréductibles du groupe symétrique. Pour cela, on étudie 'anneau
des polyndémes symétriques, différentes familles de fonctions symétriques qui constituent des bases de cet anneau,
et on établit un certain nombre de relations entre les différentes bases. On a besoin en outre d’éléments d’algebre
combinatoire, a savoir les tableaux de Young.
On récupere alors les caracteres irréductibles du groupe symétrique a partir des polynémes de Schur et de ’appli-
cation caractéristique de Frobenius.
On conclut le chapitre sur le groupe symétrique par une représentation en modules de Specht.
Enfin, I’étude des fonctions de Schur faite pour le groupe symétrique sert également a exprimer les caracteres irré-
ductibles du groupe unitaire qui est un groupe de Lie, ce avec quoi se cléture ce mémoire. On introduit néanmoins
des notations et concepts généraux concernant le theme tres riche des groupes et algebres de Lie. La détermination
concrete des caracteres irréductibles passe principalement par la restriction a ’ensemble des éléments diagonaux du
groupe unitaire et utilise 'importante formule d’intégration de Weyl.

Dans tout 'exposé, on se place, sauf mention explicite du contraire, sur le corps C des nombres complexes muni
de sa topologie transcendante.



1 Produit tensoriel

Dans un premier paragraphe, on définit le produit tensoriel de deux espaces vectoriels sur un corps. Dans le
paragraphe suivant, on verra que ’on peut parler aussi plus généralement de produit tensoriel de modules sur un
anneau.

1.1 Définition, existence et unicité

Définition Soit K un corps et soient V et W des K-espaces vectoriels.
Un produit tensoriel de V et W est la donnée d’un K-espace vectoriel T et d’une application bilinéairet : VXW — T

satisfaisant la propriété universelle suivante :
pour tout K-espace vectoriel E et toute application bilinéaire b: VX W — E, il existe une unique application linéaire
b: T — E telle que b="0bot. Cela se traduit par le diagramme commutatif suivant :

VxW-2L sE

| A

T

Remarque : Un tel couple (T, ¢) est unique & unique isomorphisme pres au sens du théoréme suivant.

THEOREME 1.1 —
StV et W sont deux K-espaces vectoriels, il existe un produit tensoriel (T,t) de V et W, unique au sens suivant :
si (T,t) et (T',t') sont des produits tensoriels de V et W, il existe un unique isomorphisme ¢ : T — T’ tel que le

diagramme suivant commute.
VxW

RN
T 4 T
On parle ainsi du produit tensoriel de V. et W, noté V @x W. Les éléments de cet espace vectoriel sont appelés les

tenseurs. L’application bilinéaire t : VX W — Vg W est notée (v,w) — v@w. Un élément de Vg W s’écrivant
v ®w s’appelle tenseur décomposable. Les tenseurs décomposables engendrent V Qg W.

Démonstration — unicité :
Supposons (T, t) et (T',¢’) sont des produits tensoriels de V et W. Appliquons la propriété universelle pour T au couple
(T, ¢").

Vx W

tl
314

T
Donc 3¢ : T — T/, t' =¢ot.
Montrons que ¢ est bijective. On applique la propriété universelle pour T’ au couple (T, ).

VxW- =T

t/
E)

T/
Donc I : T = T,t =pot’.
Ainsi, t = (¢ 0 ¢) o t. En appliquant une derniére fois la propriété universelle pour T au couple (T, 1),

VxW-t T

t
Ilu

T
on trouve Jlu: T — T, t =wuot.
Comme Idt et ¢ o ¢ vérifient la méme propriété que u, on a donc ¥ o ¢ = u = Idr. De méme, on aurait ¢ o = Idy/
ce qui montre que ¢ est une bijection.



— existence :
Notons [V x W] le K-espace vectoriel engendré par les couples (v,w) € V x W. Alors z € [V x W] s’écrit =z =
Z Av,w (v, w) avec les Ay, presque tous nuls.
(v,w)EVXW
L’injection canonique ¢ de VX W dans [V x W] n’est pas bilinéaire, mais en composant par la projection sur un certain
quotient, on va obtenir une application bilinéaire.
M+ X' w) — A, w) — N (v, w)
(v, \w + Nw") = Av,w) — N (v,w")
On pose alors T':= [V x W]/F, on note 7r la projection de [V x W] sur F et on définit :

Notons F le sous-espace vectoriel de [V x W] engendré par les expressions suivantes : {

t: VxW — T
(v,w) +— 7roi(v,w) = (v,w)
Comme F est engendré par des expressions qui égales & 0 caractérisent la bilinéarité, il est immédiat de constater que
t est bilinéaire. De plus, puisque [V x W] est engendré par les (v, w), T est engendré par les t((v, w)).
Il reste & montrer que T est bien un produit tensoriel de V et W, c’est-a-dire que la propriété universelle est vérifiée.
On se donne pour cela E un K-espace vectoriel et b une application bilinéaire de V. x W dans E.
Soit :
f: [VxW] — E
(v,w) — bv,w)
Comme b est bilinéaire, fijr = 0, donc f passe au quotient pour donner : b: T — E linéaire. Comme 5((v,w)) =
f(v,w) = b(v, w), on obtient déja b = bot. Puisque T est engendré par les t((v,w)) et que les images des ¢((v,w)) sont

déterminés uniquement (ce sont les b(v, w)), il en résulte que 'application b obtenue est unique.

Remarque : On définit aussi le produit tensoriel de modules sur un anneau commutatif A. La construction est
la méme que sur un corps; on parle simplement d’applications A-linéaires et A-bilinéaires. Plus généralement, on
définit un produit tensoriel M ® 4 N de modules sur un anneau quelconque A. La encore, la construction est la
méme, mais M doit étre un A-module a droite et N un A-module a gauche. En outre, une difficulté supplémentaire
s’ajoute : les applications ne sont plus que Z-bilinéaires et Z-linéaires car, lorsque A n’est pas commutatif, les
axiomes de A-bilinéarité ne sont plus forcément satisfaits.

Dans le paragraphe suivant, on se restreindra a des anneaux commutatifs. On évoquera le cas général plus tard.

1.2 Propriétés du produit tensoriel

On suppose dans tout ce paragraphe que A est un anneau commutatif unitaire (on note 1 'élément unité). Si
M et N sont deux A-modules, on note Hom (M, N) 'ensemble des applications A-linéaires de M dans N (on dit
aussi morphismes de A-modules) et Bila (M, N) Uensemble des applications A-bilinéaires de M vers N. On vérifie
que ces ensembles sont munis d’une structure de A-module grace a la commutativité de A.

Proposition 1 Soient M, M; et My trois A-modules.

Il existe un isomorphisme A-linéaire du A-module Bila(My x Mo, M) sur le A-module Hom (M1 ® 4 Mo, M).
Comme le A-module Bilo(M; X Ma, M) est naturellement isomorphe ¢ Homa(My, Homa(Ma, M)), on a aussi
lisomorphisme de A-modules suivant :

Homa(M; ® 4 My, M) ~ Hom (M, Hom 4 (Ms, M)).

Démonstration On suppose que le A-module M; ® 4 M2 est associé a 'application A-bilinéaire t : M1 X Ms — Mi ®a4
Mz,(ml,m2)>—>m1 QR ma. )
Sib: My x My — M est A-bilinéaire, alors, d’aprés la propriété universelle, il existe une unique application b : M1 ® a4 Mo — M
A-linéaire telle que b = bot.
On a donc une application
BilA(M1 ><M2,M) — HomA(Ml Ra Mz,M)
b —s b

bien définie.

On montre que cette application est A-linéaire.

Si b, b’ € Bila(M; x Ma, M), alors on voit immédiatement que ¥(m1,ms) € My x Mz, (b+b') ot(m1, ma) = (b+b")(m1, mz).
La proposition universelle donne alors par unicité : m =b+0. R

De la méme manidre, on montre que si o € A et b € Bila(M, x My, M), on a ab = ab.

Ensuite, si b= I;’, alors en composant & droite par ¢, on montre que b = b’. Cela prouve que ~ est injective.

Enfin, si f € Homa(M1 ®a Mz, M), Vapplication b : M1 x Mz — M qui au couple (mi, ms2) associe f(t(mi,ms2)) est A-
bilinéaire et vérifie par définition b = fot. La proposition universelle donne alors que f = b. Cela prouve que " est surjective.
D’ou le résultat. g



Proposition 2 Soient My, Mo, N1, Ny des A-modules.
Si f: My — My et g: Ny — No sont A-linéaires, il existe une unique application A-linéaire M1 ® 4 Ny — Ms® 4 Ny
notée f ® g telle que

V(m,n) € My x N1, (f ® g)(m®n) = f(m)® g(n).

Démonstration On suppose que t; (respectivement t2) est 'application A-bilinéaire associée & My ® 4 N1 (respectivement
a M> ®4 N3). Le diagramme comutatif suivant expose clairement la situation.

My x Ni —22 0 My Ny

M ®4 N1 —— M> ®4a N»
3f®g

On compose 'application
(f,9): MixNi — M>x N (A-bilinéaire)

(m,n) > (f(m),g(m))

par l’application
to: Mo X No — Ms ®a No (A-bilinéaire)

(zy) +r— z®y
de sorte que t2 o (f, g) soit une application A-bilinéaire.
Alors la propriété universelle du produit tensoriel fournit I’existence et 'unicité de 'application A-linéaire t2 o (f,g) : M1 ®a

N1 — M3 ®4 N telle que t2 0 (f,g) =t20(f,g)ot1.

On pose alors f ® g :=t20(f,9).
On a donc :

(f®g)oti(m,n)
20 (f7 g)(m7 Tl)
t2(f(m), g(m))
= f(m)®g(m)

(f®g)(men)

Proposition 3 Soient M, N, L des A-modules. On a les isomorphismes de A-modules suivants :
1. AQa M ~ M.
2. M4 N~N®asM.
3 MPN)@sL~(MesL)P (N®asL).
4. M4 (N®aL)~(M®aN)®a L.

Démonstration 1. Puisque M est muni d’une structure de A-module, on a une application : b: AX M — M, (a,m) —
am qui est A-bilinéaire.
Par la propriété universelle, cette application induit

b: A®aM — M
a@m —> am

qui est A-linéaire. (Evidemment, il suffit de définir b sur les tenseurs décomposables puisque ces derniers engendrent
A®a m)
En définissant Papplication A-linéaire
¢o: M — AQaM
m — 1®m

)

on voit que BO¢ = Idnm et :
boblagm) = @am)
= 1® (am)
= t(1,am)
= t(a.l,m) (linéarité a gauche de t)
a®m.

Donc ¢ o b= Idag v car A ®a M est engendré par les tenseurs décomposables.
Finalement b est inversible (d’inverse ¢) : c’est donc un isomorphisme.



2. L’application A-bilinéaire
MxN — N®aM
(m,n) +— nem

induit (toujours par application de la propriété universelle) ’application A-linéaire

M®isN — NQaM
men — nem ’

En échangeant les réles de M et N, on a aussi une application A-linéaire N @4 M — M ® 4 N qui définit clairement
I'inverse de la premieére.

3. On consideére cette fois I'application A-bilinéaire

(M@N)xL — (M®aL)P(N®alL)
(m +n,l) — mel+n®l

Cette application induit une application A-linéaire

¢: (MN)®L — (M@sL)P(N®alL)
m+n)®l r— mel+n®l
D’autre part, les injections canoniques ips : M — M@ N et ix : N — M N induisent d’aprés la proposition
précédente les applications A-linéaires iy ® Id : M @ L > (ME@P N)®Letin®Idi: NQL— (MEPN)® L.
Cela permet de définir 'application A-linéaire "somme directe" de iy ® Idr, et in ® Idy par :

Y (M@®AL)PNeaL) — (MEOGN)®L
mel+n®l) —  (im(m) +in(n)) L.
Il est ensuite aisé de voir que ¢ et ¥ sont inverses I'une de 'autre.
4. Al € L fixé et avec des notations évidentes, 'application (m,n) — m ® (n ® l) est A-bilinéaire, donc induit une
application A-linéaire ¢; telle que V(m,n) € M X N,¢py(m®@n) =m® (n®1).
Alors lapplication :
¢: (M®AN)XL — M®a(N®aL)
(m®n,l) —  ¢i(m,n)
est A-bilinéaire, donc induit une application A-linéaire
v: (M@AN)®aL — M®a(N®alL)
(men)®l — menel)

De la méme maniére, on obtient I'application A-linéaire

& Mis(N®aL) — (M®iN)®aL
me (n&l) — (men)®l '

Il est alors clair que & et 1 sont inverses 'une de 'autre. O

1.3 Le cas d’un anneau quelconque

On se donne ici un anneau A que I’on ne suppose pas nécessairement commutatif. Soit M un A-module & droite
et N un A-module a gauche.

M et N ont évidemment une structure de groupe abélien, donc de Z-module. Puisque Z est un anneau com-
mutatif, on peut former d’apres le premier paragraphe adapté aux anneaux commutatifs le produit tensoriel de
Z-modules M ®7z N.

On définit alors le produit tensoriel de M et N au-dessus de A par :
M®aN:=M®zN/(ma®n—m® an).

Définition Une application f : M x N — L avec M un A-module a droite, N un A-module d gauche et L un
Z-module est dite équilibrée si elle est Z-bilinéaire et si pour tout (a,m,n) € A x M x N, f(ma,n) = f(m,an).

Avec cette définition et les notations précédentes, on peut maintenant énoncer la propriété universelle vérifiée
par le produit tensoriel M ® 4 N, muni d’une application Z-bilinéaire t : M x N —- M ® N :



Proposition 4 (Propriété universelle) Pour tout couple (L, f) formé d’un Z-module et d’une application équi-
librée f: M x N — L, il existe un unique morphisme de Z-modules f : M @4 N — L tel que f = fot.

On peut alors appliquer cette propriété universelle pour démontrer les propriétés du paragraphe précédent.
Simplement, la proposition 3.(2) n’est plus valable et la proposition 3.(4) devient plus subtile.

1.4 Retour aux espaces vectoriels.

Dans ce dernier paragraphe concernant les produits tensoriels, on s’intéresse plus particulierement au produit
tensoriel d’espaces vectoriels de dimension finie; on va établir des relations qui serviront lorsqu’on parlera de
représentation produit.

Proposition 5 SiV et W désignent deux espaces vectoriels de dimension finie, si (v;)i<i<n €t (wj)i1<j<p sont des
bases de V' et W respectivement, alors (v; ® wj)(; jye[1,n]x[1,p] €5t une base de V@ W.
En particulier, dim(V @ W) = (dim V') (dim W)

Démonstration La démonstration utilise la propriété 3.(3). O

On se donne a présent Vi, Vo, Wi, Wa quatre espaces vectoriels de bases respectives (v1,j)1<j<p:(V2,i)1<i<n:(W1,1)1<i<q)
(wa,k)1<k<m €t deux applications linéaires f : V4 — Vo et g : Wy — Wha.
On note A := [a;;] la matrice de f dans les bases (v17])1<j<p, (v2,i)1<i<n €t B 1= [bkl] la matrice de g dans les bases

(w1,1)1<i<qs (W2,k)1<k<m, de telle sorte que : f(vq ;) Za”vg i et g(wyy) Z briwa .
i=1

(f®g)(v1,; ®wiy) = f(v1;)®g(wiy)

5J
n m
i

Donc

= Z @ijbR1V2,; ® Wa k-
i=1 k=1
Ainsi, la matrice de Papplication linéaire f ® g : Vi1 @ Wi — Vo ® Wy dans les bases (vi; @ w1 ;) et (v2,; @ wa ) est
AQ® B :=[a;jby] ou (3,k) € [1,n] x [1,m] et (5,1) € [1,p] x [1,4].
Par exemple, si V1, Vo, Wi, Wy sont quatre espaces vectoriels de dimension 2 et si on choisit sur {1,2} x {1,2}
Pordre (1,1),(1,2),(2,1), (2,2), la matrice A ® B est égale a

ai1bir  ainbia  aizbin  aiabia

( ail  a ) ® ( b1 b1 > _ < anB a;2B > _ | aubar anbry  aizbar  aizbro
a1 G2 ba1  bao a1 B axB a1b1y  azibia  a22bir  agzbio
a21ba1  agibay  agabar  aoaban

A partir de 13, il n’est plus difficile de démontrer les assertions de la proposition suivante :

Proposition 6 Si A et B sont deux matrices carrées de tailles n et m, on a les formules :
1. tr(A® B) = tr(A)tr(B).
2. det(A® B) = det(A)™ det(B)".



2 Groupes compacts, généralités

2.1 Définitions et exemples

Définition Un groupe topologique (G,e) est un groupe muni d’une topologie séparée telle que les applications
GxG— G, (r,y) —> xey et G — G,x — 27! soient continues. Un tel groupe est dit compact si sa topologie est
celle d’un espace compact, c’est-a-dire si de tout recouvrement ouvert de G on peut extraire un sous-recouvrement
fini.

Remarque : Un morphisme de groupes topologiques est continu.

Définition Soit K un corps topologique (c’est-a-dire muni d’une topologie compatible avec les opérations internes
et le passage a linverse). Un K-espace vectoriel topologique (V,+,.) est un espace vectoriel muni d’une topologie
pour laquelle l'addition et la multiplication externe sont continues.

Exemples de groupes compacts :

— Tout groupe fini muni de sa topologie discréte est compact.

— Tout sous-groupe fermé d’un groupe compact est compact.

~ Les sous-groupes SO, (R) := {M € GL} (R)|'MM =1, } C GL}(R) et U(n) := {M € GL,(C)|'MM =1, } C
GL,,(C), munis de la topologie induite de la topologie usuelle sur M, (R) et M, (C) respectivement.

— Tout produit de groupes compacts est un groupe compact (c’est une conséquence du théoréme de Tychonov).

— Toute limite projective de groupes compacts est compacte; c’est le cas notamment du groupe des entiers
p-adiques Z, = @Z/p”Z.

Exemples de groupes non-compacts :

- (GL,(C), x), muni de la topologie induite de la topologie associée & la norme infinie sur M, (C) par exemple.
C’est une partie clairement non-fermée en prenant la suite des Diabg;(%7 cee %) pour k € N*.

— Le groupe spécial orthogonal a coefficients complexes SO2(C) := {M € M, (C)| MM = I, et det M = 1},
muni de la topologie induite de la topologie usuelle sur M (C) (associée & la norme sup par exemple).

a b

En effet, si M = ( . ) € SO5(C), il vient immédiatement :

d
ad+c2=1 (1)
V+di=1 (2)
ad—bc=1 (3)
ab+cd=0 (4).

On déduit de (4) que les vecteurs colonnes ( Z ) et ( —ac ) sont colinéaires, c’est-a-dire I\ € C,b = —Ac

et d = A\a.
Ces dernieres expressions, injectées dans (3) montrent que Aa? + Ac? = 1. Il résulte donc de 1'égalité (1) que

A = 1. Ainsi, M s’écrit ( CCL

avec a® + ¢ = 1.

k —Ck

Or Vk € N,3¢;, € C,c; = 1 — k% La suite de matrices My, = < ok

) € SO5(C) montre alors que

S0O2(C) est non-borné, donc a fortiori non-compact.

2.2 Mesure de Haar sur un groupe compact

On fixe G un groupe topologique compact. On note € (G) Pespace vectoriel des applications continues sur G a
valeurs dans C et on note €7 (G) le sous-espace des fonctions a valeurs dans RY.
On dira qu’une forme C-linéaire A : €(G) — C est positive si Vf € €T (G), A(f) > 0. Une telle forme linéaire est
appelée mesure de Radon positive.

On démontre D'existence et 'unicité d’une mesure positive ug sur la tribu borélienne de G telle que :

~Vf 4G Vs € G [ fmaldt) = [ F(ts)ncld)
G G
— g est de masse totale 1.
On aura alors aussi :

Vi € G(G).¥s € G, /G F(Ouc(dt) = /G F(st)uc ().

g est appelée mesure de Haar ou mesure invariante de G.
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2.2.1 Action naturelle de groupes compacts

L’application suivante
Gx%(G) — % (G)
(9./)  — g-f=(h— [f(hg))
définit clairement une action & gauche du groupe G sur € (G) qui induit une action duale sur ¢ (G)Y := L(€(G),C)
via I’application
Gx€(GQ)Y — €CG)
(9.8) +— g A=(fr—Ag" )

On a de maniére symétrique les actions a droite correspondantes :

C(G)xG — E(G)
(f,9) = f-g=(h— f(gh))
“ C@)Y xG — Ea)Y
(A, g) — Ag=(f—Af-g7")

2.2.2 Existence d’une mesure de Haar

On expose dans un premier temps deux théoréemes d’analyse fonctionnelle adaptés a notre étude et qui vont
servir & montrer Pexistence d’une mesure de Haar sur la tribu borélienne B(G) de G. Nous admettrons toutefois
ces théoremes.

Le théoréme suivant caractérise les formes linéaires positives sur € (G).

THEOREME 2.1 (DE REPRESENTATION DE RIESZ-MARKOV) — o
Pour toute forme linéaire positive A : €(G) — C, il existe une mesure positive uc : B(G) — Rt finie telle que
vf e €(G) M) = [ fue.

G
En outre, il existe une unique mesure positive vérifiant 1’égalité précédente qui est réquliére, c’est-a-dire :
- VE € B(G), pg(F) = inf {uc(U)|E C U,Uouvert de G}
- VE € B(G), pa(E) = sup {uc(K)|K C E, Kcompact de G}.

Le second théoréme est un théoreme de point fixe.

THEOREME 2.2 (DE KAKUTANI) —
Soit (E,||.||) un espace de Banach. On munit* L(E) de la norme ||.||" définie par ||f||’ = iugl{Hf(m)H}
Soient K un compact convexe non vide et ¢ : G — GL(E) un morphisme de groupes tel qzlt‘e‘!'_
1. Vg e G,¢(9)(K) C K
2. 9(G) C €(E,E) est équicontinue.
Alors dk € K.Nge G,g-k=k.

Enfin, avant d’énoncer le théoréme d’existence d’'une mesure de Radon invariante par translation, on donne la
démonstration du théoreme de Heine suivant concernant les groupes topologiques.

THEOREME 2.3 —
Soit G un groupe compact et f une fonction continue sur G. Alors f est uniformément continue
sugvant : pour tout € > 0, il existe un voisinage U de eq tel que pour tous x,y de G tels que xy~

[f(z) = fly) <e

Démonstration On fixe € > 0.
Comme f est continue sur G,

2 sur G au sens

L e U, on ait

Vy € G,3W, € ¥ (eq),Vz € G,ay~' € Wy = |f(z) — f(y)| < e

1. de maniére & définir un espace topologique
2. Il est nécessaire de définir la notion d’uniforme continuité ici, car G n’est pas supposé métrique

11



La continuité de la loi du groupe G (car topologique) donne un voisinage V, de eg tel que Vj, -V, C W,,. Par définition des
voisinages, Yy € G, 3U, ouvert de G tel que eq € U, C V.

Comme G C U Uy.y et G compact,
yeG

y1,..yn € G, G C U Uy, .yi.

i=1

n
Notons U := ﬂ Uy,. Il est clair que U est un voisinage de eg.
i=1
Soient x,y € G tels que zy~' € U.
Comme y € G, 3i € [1,n],y € Uy,.ys C Vy,.y;. Ainsi, y.y; ' € Vi, CVy, - V4, C Wy,. On a donc déja :

[f(y) = fyi)] < e.
De plus, zy; ' = (zy~").(yy; ') € U -V, CVy, -V, C Wy, ; il vient donc
lf(@) = flya)l < e

En somme,
|f(x) = F)I < f(x) = fua)l + | f(y:) = F(y)] < 2e

L’uniforme continuité de f est donc démontrée. |

THEOREME 2.4 —
Il existe une forme linéaire positive A sur € (QG) telle que Vg € G,g- A=A et A-g=A.

Démonstration La démonstration du théoréme précédent se fait en trois étapes :

1. Construire une valeur A(f) pour f € €(G)
On note E := ¢ (G) que P'on munit de la norme ||.||o définie par Vf € E,||f||coc = sup |f(g)|, ce qui a un sens puisqu’il
geG

s’agit de fonctions continues sur un compact. En outre, E est aussi ’ensemble des fonctions continues et bornées sur

G ; comme (C, |.|) est de Banach, un théoréme classique de complétude montre que (E, ||.||«) est aussi de Banach.
Fixons f € €(G). On désigne par Cy l'enveloppe convexe de G- f = {h — f(hg)|g € G} et par Ky 'adhérence de Cy
dans (B, ||[loc).

Par construction, Ky est un convexe non vide de E. Montrons qu’il s’agit aussi d’'un compact.
Comme G est compact et f continue, le théoréme de Heine donné plus haut montre que f est uniformément continue,
c’est-a-dire

Ve > 0,3V voisinage de eq,Vg,g' € G,g 'g eV =1f(g) — f(¢)| <e

Or, pour tout h € G, (hg')~*(hg) = ¢'"'g, donc pour tous g,¢’ € G tels que ¢'"'g € V, on a |f(hg) — f(hg')| < €. Cela
étant valable pour tout h, on obtient que pour tous g,¢’ € G tels que ¢’ 'g €V, |lg- f — ¢ flleo < €.
En particulier, ’application

G — €(G)

g — g-f
est continue. Puisque G est compact et €(G) est séparé (car c’est un espace métrique pour la distance provenant de
[If]leo), il vient ainsi G - f est compact.
Or, dans un Banach, I’enveloppe convexe d’un compact est relativement compacte. Ainsi Ky = Conv(G - f) est com-
pact, ce que 'on voulait.

On considére maintenant le morphisme de groupes

¢: G — GL(E)
g — (f=g-f)

Fixons g € G. Il est clair que ¢4(Cy) C Cy. Donc Cy C ¢, ' (Cy) C ¢y ' (Ky).

De plus, Ky est fermé et ¢4 continue, donc ¢;1(Kf) est un fermé.

Donc par définition de I'adhérence de Cy comme étant le plus petit fermé contenant Cy, on a Ky C ¢y Y(Ky) puis
finalement ¢4(Ky) C Ky.

On veut voir & présent que ¢(G) C € (F, E) est équicontinue. Fixons donc € > 0 et fo € E.

Pour ® € ¢(G),3g € G,



d 0o
11 est donc immédiat que |||®||| = sup 12 (ALl =1.

semnvioy |l
Ainsi, en prenant ® € ¢(G) et une fonction f € E telle que ||f — folloc < € 0on a :

12(f) = 2(fo)llso = IR(f = fo)lloo < [I[RI[|-[If = folloo <€

Cela garantit I’équicontinuité en fo de la famille ¢(G), donc ’équicontinuité sur tout E.
Les hypothéses du théoreme de Kakutani donné plus haut sont satisfaites, donc : 3w € K;,Vg € G,g-w = w. En
particulier, il est immédiat que w est constante sur G. On note A(f) la valeur de w sur G et on notera par abus w = A(f).

. Vérifier que l'on définit ainsi une application A
On montre ici que A(f) est unique de maniére a définir une application

A: €G) — C
[ — A

On suppose en fait qu’il existe une autre fonction constante de valeur k € C et on montre que A(f) = k. Soit € > 0.
On définit la fonction suivante qui va jouer un role essentiel.

Vg — C
g — flg™h)
On montre dans un premier temps que si A(f¥) € K;v est constante, on a A(f) = A(f"). Par propriétés de Ky

n

et Kpv, In € N,3g1, oy gns iy oo hn € Go3a1, 0,0, brye b > 0,3 0 = 3 b= 1et |A(f) =D aigi- f|| <
=1 i=1

i=1 o

&A= bk £ <
j=1 o

Pour ¢ € [1,n], en multipliant la deuxiéme inégalité par a; et en évaluant la fonction en g; ' ona:
JaA(fY) =Y aibi V(g bl < ai ||AGFY) =D bihy - £V < aue
j=1 j=1 o
D’ou en sommant pour ¢ variant de 1 a n :

n

IAGSY) =D abi f(hy gl < e

4,j=1
En effectuant le méme type d’opérations, on obtient de méme :

n

IA(f) - Z aibjf(hj_lgi)\ <e

ij=1

D’oti en utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient : Ve > 0,|A(fY) — A(f)| < 2¢, donc A(fY) = A(f).

De la méme maniére que pour A(f), quitte & prendre n plus grand et des a; nuls, on peut trouver des ¢; > 0, des g;

avec [ € [1,n] tels que chzlet k—chgf~f <e.
1=1 =1 o
En évaluant en les h;l puis en sommant sur j, on obtient en particulier :

k=" bief(h; g <e,

J,t=1
soit encore :
n
k= bjef (g hy)| < e

Jil=1

et de méme, on obtient en évaluant en les gl'f1 et en sommant sur [ :

IAGF) =D bseufV (g hy)| < e

7,l=1

On a ainsi |[A(f) — k| = |[A(fY) — k| < 2¢, d’ont I'unicité de A(f).
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3. Montrer les propriétés de A

On vérifie a présent que l'application A est C-linéaire, positive et invariante par translation.
— C-linéarité.

Soient f,g € E, A € C.
Pour montrer A(f + g) = A(f) + A(g), on raisonne de la méme maniére que dans I’étape précédente de la démons-
tration.

Prenons € > 0. Jai,...,a, € G,3aq,...ac, > O,Zai =1let ||A(f) — Zaiai oo <€ ().
i=1

i=1

n
On définit alors h = Zaiai -g. Alors h € K, donc K;, C K. Puisque chacun de ces ensembles contient une
i=1

fonction constante unique, on a A(h) = A(g). Donc il existe des b; € G et des 5; > 0, j € [1,n] (quitte & redéfinir

n) avec Z/B]' =1 tels que |A(g) — Zﬁjbj - h|loo < €. Cela donne :

j=1 j=1

IAG@) = > aBibjai- gl <e.

1<ij<n

L’inégalité (*) donne : Vz € G,Vj € [1,n], |A(f) — Z a;f(zbja;)| < e. En multipliant cette inégalité par /3; puis en
i=1
sommant sur j, il vient donc :
Vo€ GIA(f) — Y aiff(abjan)| < e
1<i,j<n

Ainsi, en utilisant I'inégalité triangulaire,

Vo € GLIA(S) +A(g) = D aiBi(f+g)(absas)| < 2.

1<i,5<n

Cela implique donc, puisque Z a;iff; =1, que A(f + g9) = A(f) + Alg).
ij
Montrons A(Af) = AA(f).
On remarque que Ky = Conv{g- (Af)|g € G} = AConv{g - flg € G} = AKj}.
A(Af) est P'unique application constante de Ky tandis que AA(f) est 'unique application constante de AKy. Puisque
les ensembles K¢ et AKy sont égaux, les applications constantes sont les mémes.
positivité de A
Si f € ¢7(GQ), Ky = Conv{h — f(hg)|g € G}, il est donc clair que toute fonction de K est & valeurs positives;
en particulier c’est le cas de A(f).
invariance par translation a gauche
Soit g € G. Tl faut montrer g- A = A, c’est-a-dire Vf € E,A(g”" - f) = A(f). On se donne donc un tel f. Or,

Ky-1; = Conwih-(g7' f)lh e G}
= Conv{(hg=")- flh € G} puisque - est une action du groupe G
= Conv{h- flh € G} puisque h — hg~ ' est une bijection de G sur lui-méme
= Kf

Par unicité de 'application constante, le résultat en découle.

invariance par translation a droite

On déduit de I’invariance par translation & gauche (c’est-a-dire Vf € €(G),Vg € G,A(h — f(hg™')) = A(f)) et de
légalité Vf € €(G), A(f) = A(f") I'invariance de A par translation a droite.

En effet, en fixant g € G,

A-g(f) = Ahw f(g~'h)
= A(h+ ¢(h)) olt ¢ : h f(g~'h)
= A(h— ¢Y(h))
= A(h— ¢(h71))
= A(hw f(g7'h7h)
= A(h— fY(hg))
= A(fY) puisque g~' - A(fY) = A(fY)
= A(f)
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Conséquence : D’apres le théoreme de Riesz-Markov, on peut associer & A du théoréme précédent la mesure
borélienne réguliere ug : B(G) — RT telle que Vf € €(G), A(f) = / fdug.
G

La mesure pg est normalisée (c’est-a-dire pug(G) = 1) puisque A(1) = 1 ol 1 désigne la fonction constante valant
1 sur G. En effet, Ky = {1}.

L’égalité Vg € G,g~! - A = A implique immédiatement / f(hg)uc(dh) = / f(R)ue(dh). On dit que pg est inva-
G G
riante par translation a droite.
De méme, I'égalité Vg € G, A - g~ ! = A implique immédiatement / flgh)uc(dh) = / f(h)pa(dh). On dit que pg
G G

est invariante par translation a gauche.

Remarque essentielle : La mesure pg est en fait unique; c’est 'objet du paragraphe suivant.

2.2.3 Unicité de la mesure de Haar

THEOREME 2.5 —
Il existe une unique forme linéaire positive sur € (G) invariante par translation.

Démonstration On a déja démontré 1’existence d’une mesure de Radon positive sur ¢ (G) a laquelle on a associé une
mesure de Haar pg.

Supposons qu’il existe une autre forme linéaire positive sur ¢ (G) invariante par translation. Le théoréme de Riesz-Markov
donne donc existence d’une mesure de probabilité v, borélienne, réguliére et invariante par translation. Alors :

/ fdva
G

/ pe(dy) | f(x)ve(dr)  (mesure de probabilité)

f e (dy) f fyz)ve(dz) (invariance par translation)
el

/C [ swctanotan)

Ie
va(dx €T d

fa< )/Gf(y i (dy)

ffdﬂo

G

Montrons que cette égalité (valable pour tout f) implique ue¢ = vg. La démonstration que 'on donne est en fait celle que
I'on ferait pour prouver 'unicité dans le théoréme de Riesz-Markov.

Par propriété de régularité des mesures ug et va, il suffit de montrer que pour tout fermé (donc compact car G compact)
K C G, pe(K) =va(K).

Soient K compact dans G et € > 0. Il existe un ouvert €2 tel que K C Q et va(Q2) < vg(K) + €. Puisque G est compact et

ANk = @, d’apres la propriété d’Urysohn, il existe une fonction f continue sur G telle que fjx =1 et flgg = 0. Alors

/Lg(K) :/ 1Kd/.LG < / fd/.tc = / fdl/G < / lodvg = VG(Q) < VG(K) + €.
el G G a
Donc il résulte ua(K) < vg(K); par symétrie, on a I'inégalité opposée. Donc ug = ve puis le résultat. O

Conséquence : On a donc une seule mesure de Haar positive ug sur la tribu B(G), normalisée, réguliére et
invariante par translation.

Voici maintenant un exemple d’utilisation de I'unicité de la mesure de Haar et de ses propriétés d’invariance par
translation. Le résultat nous sera utile plus tard.

Proposition 7 Soit G un groupe compact. On note pug la mesure de Haar associée a G. Pour toute application f
de G a valeurs dans C,

/G F(9)dng = /G £(g™ ) duc.

Démonstration Soit 'application



LY est clairement une mesure de Radon positive sur €(G).
On montre que cette forme linéaire est aussi invariante par translation, c’est-a-dire Va € G,a - LY = LY. Or, cela provient
du fait que pour ¢ € €(G),

a-LV(¢) = /qﬁ(g‘la_l)uc(dg)
j ¢" (ag)uc(dg)

fqﬁv (9)pa(dg) on utilise ici 'invariance de u¢ par translation a droite

d(g~ ua(dg)
G
LY ().

L’unicité de la mesure de Radon positive sur ¢(G) montre que : Vf € €(G), LY (f) = / fdua.
G

Cela achéve la démonstration de la propriété énoncée. a

Exemple facile de mesure de Haar : Si G est un groupe fini, la mesure de Haar est simplement la mesure de

FE
comptage. Si E est une partie de G, ug(FE) = IG:
Autre exemple : Prenons G = U(1) = ({z € C,|z] = 1}, x). Il s’agit d’un groupe compact dans 'espace vecto-
riel normé (C, |.]).
Le morphisme de groupes topologiques surjectif (R, [.|) — (U(1),].]),0 — €* a pour noyau 277 ; le théoréme de
factorisation donne donc un isomorphisme de groupes topologiques de R/27Z sur G. La mesure de Haar sur G peut

”

donc étre donnée via la relation "dug = oy
m

L’intérét de la mesure de Haar réside essentiellement dans le fait qu’elle permet de moyenner des objets sur des
groupes G pour obtenir des objets G-invariants (voir paragraphe 3.1 pour la définition).
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3 Représentations linéaires des groupes compacts

Sauf mention explicite du contraire, G désignera toujours un groupe topologique compact.

3.1 Généralités.

Définition Une représentation linéaire de G dans un C-espace vectoriel topologique V est un homomorphisme p
du groupe G dans le groupe GL(V) des automorphismes de V tel que lapplication

GxV — V
(g,v) = plg)(v)

soit continue.

Remarques :

— On parle souvent de représentation linéaire continue de G dans V.

— On dit que V est un espace de représentation de G (ou encore par abus de langage une représentation de G)
— On note indifféremment p, V ou encore (p,V) une telle représentation.

— Dans la suite, on notera aussi bien p(g) que py pour désigner I'image de g par p.

Définition SiV est de dimension finie n, on dit que n est le degré de la représentation linéaire.

Définition On dit que (p,V) et (p’,V’) sont deux représentations linéaires de G semblables ou isomorphes s’il existe
un isomorphisme ¢ : V. — V' tel que Vg € G, ¢ 0 p(g) = p'(g) o .

Définition On dit qu’un sous-espace vectoriel W de V est stable par les opérations de G (ou stable par G ou encore
G-invariant) si pour tout x € W et pour tout g € G, py(x) € W.

Définition On dit que (p,W) est une sous-représentation de (p,V) st W est un sous-espace de V et stable par G.

Définition Une représentation (p,V) de G est dite irréductible (ou simple) si V est non réduit & 0 et si les seuls
sous-espaces vectoriels de V stables par G sont {0} et V.
Une représentation irréductible de degré 1 est appelé caractére linéaire.

Dans la suite, on notera par G ’ensemble des classes d’isomorphie de représentations irréductibles de G au sens
de la définition de deux représentations isomorphes. Dans la suite, on confondra souvent classes et représentants
par souci de simplification d’écriture.

Dans toute la suite, en ce qui concerne les formes sesquilinéaires, on supposera la linéarité a gauche et la
semi-linéarité a droite.

Définition On dit qu’une représentation linéaire continue p de G dans V est unitaire si la topologie de V dérive
d’un produit scalaire hermitien {,) : V. x V. — C tel que :

1. (V,{,)) est un espace de Hilbert (c’est-a-dire préhilbertien complet)
2. (,) est G-invariant, c’est-a-dire Vg € G,Yv,v' € V, (pg(v), pg(v')) = (v,0').

Il faut noter que si G est fini, toute représentation linéaire de G dans un espace vectoriel de dimension finie V
est unitaire. D’abord, puisque le corps de base est C, on peut choisir un produit scalaire hermitien sur V que 'on
note (,): VxV —C.

1

La forme sesquilinéaire hermitienne (, ) définie par Yo,y € V, (z,y)¢ = 1€l Z(pg(x), pg(y)) est un produit sca-
geG

laire sur V gréice a la positivité de (, ). En outre, ce produit scalaire est G-invariant car pour g € G fixé, I'application

G — G, h — hg est bijective. Le point (2) de la définition ci-dessus est donc vérifié.

En munissant V du produit scalaire hermitien (, ), on obtient un espace préhilbertien. On déduit de ce produit

scalaire une norme sur V ; comme V est de dimension finie, il est alors complet pour cette norme. Par suite, le point

(1) de la définition est également vérifié.

Le théoréme suivant montre que I'on peut étendre cela aux groupes compacts grace a la mesure de Haar.
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THEOREME 3.1 —
Soit G un groupe compact et p une représentation linéaire continue de G sur un espace de Hilbert (V,(,)). Alors il
existe un produit scalaire hermitien G-invariant définissant la méme topologie sur V que (,).

Démonstration On introduit
<, >(; : VXV — C

(z,y) /(pg(w),pg(y)mG(dg)-
G

On vérifie grace aux propriétés du produit scalaire d’origine et a la propriété d’invariance par translation de la mesure
de Haar que I'on définit ainsi une forme sesquilinéaire hermitienne positive G-invariante sur V. De plus, 'application

GxV — Vv
(9,v) = pg(v)

est continue et G est compact, donc Yv € V, {pg(v)|g € G} est un compact de V, donc en particulier borné. Comme V est
un espace de Banach car de Hilbert, le théoréme de Banach-Steinhaus donne que

M = sup|||p(g)]| < +oo.
geG

Donc Vg € G,Vv € V, [|pg(v)[| < MJv]] et [[v]| = [[pg—1 0 pg(v)|| < M[|pg(v)]], d’otr :
M7 o] < lpg(v)]] < MJo]l.
Ainsi, il résulte en utilisant pug(G) =1 et la positivité de pa
M72|Jo|* < [foll& < M2|jo||*.

Cela montre que la forme hermitienne est définie et définit la méme topologie sur V que le produit scalaire d’origine.
D’ou le résultat. g

On supposera donc toujours dans la suite que les espaces de Hilbert V sont munis d’un produit scalaire hermitien
invariant par G.

Proposition 8 Soit p une représentation linéaire continue unitaire de G dans un espace de Hilbert (V,{,)). Soit W
un sous-espace vectoriel fermé de V stable par G. Alors V* = {x € V|Vw € W, (x,w) = 0} est un supplémentaire
de W fermé dans V et stable par G.

Démonstration Comme V est de Hilbert et W est fermé, on a bien V=W W+ et W+ fermé (c’est une conséquence du
théoréme de projection sur les convexes fermés dans les espaces de Hilbert).
Comme on suppose (, ) invariant grace au théoréme 3.1, on a évidemment W+ stable par G. g

Remarque : On dit que la représentation V est somme directe des représentations W et W,

3.2 Représentation produit

On se donne ici G et Gy deux groupes compacts et (p, V1), (p?, V) des représentations linéaires continues de
(1 et G5 respectivement.

Définition On définit la représentation produit des représentations p' et p?> comme étant I’homomorphisme

pl [ p2 : G1 X G2 — GL(Vl X Vg)
(91,92) = p' (1) ® p*(g2)
3.3 Représentations linéaires en dimension finie

Dans ce paragraphe, on s’intéresse plus particulierement aux représentations linéaires d’un groupe compact G
dans des espaces vectoriels V de dimension finie.

THEOREME 3.2 —
Toute représentation de dimension finie est somme directe de représentations irréductibles.

Démonstration Soit V une représentation linéaire de dimension finie de G. On raisonne par récurrence sur la dimension
de V.
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— Si dim V=0, le théoréme est évident (0 est somme directe de la famille vide de représentations irréductibles).
— Supposons le résultat vrai pour toute dimension strictement inférieure & n € N* et prenons dim V=n.
— Si V est irréductible, c’est clair.
— Sinon, comme on se place sur C pour pouvoir choisir une structure de représentation unitaire, il est possible au vu
de la proposition 8 de décomposer V en somme directe V = W@WL avec dim W<dim V et dim W<dim V.
D’aprés Phypothése de récurrence, W et W+ sont sommes directes de représentations irréductibles, donc V aussi. O

Remarquons que le fait que V soit de dimension finie permet la récurrence. En dimension infinie, le théoréme
devient faux.
Autre remarque :
Le théoréme précédent montre que I'on peut réduire I’étude d’une représentation de dimension finie a ’étude des
représentations irréductibles.

3.4 Décomposition d’une représentation hilbertienne unitaire

Dans ce paragraphe, on étudie des représentations de G dans des espaces de Hilbert (pas nécessairement de
dimension finie) que 'on peut supposer en vertu du théoréme 3.1 unitaires.

Lemme 1 Soit A un opérateur autoadjoint compact sur un espace de Hilbert (H,{,)). On note ||.|| la norme sur
H déduite de (,) et on définit une norme sur Uensemble L(H) des opérateurs linéaires de H dans lui-méme par
Yu € L(H),|||ul]| = sup |Ju(x)||. Alors :
[lzl|=1
1. L’ensemble Sp(A) des valeurs propres de A contient |||A||| ou —|||Al|| si H # {0}.
2. YA € Sp(AN{0}, H(N) := Ker(A — Ady) est de dimension finie.

3. H est somme directe hilbertienne H = @ H()) des sous-espaces propres de A, c’est-d-dire que la somme
AESP(A)
directe est orthogonale et dense dans H.

Démonstration 1. On pose a = |||A]||- On peut supposer que a # 0, sinon A = 0 et le résultat est clair.
On a o® = sup (Az,Az) = sup (A%, x) puisque A est autoadjoint. Donc I(z,) € HY,Vn € N, ||zn|| = 1 et
[lz]|=1 ||z||=1
lim (AZ:cmacn) =2
n— oo
Alors,
I(A? = @®Idm)zal|* = ||A%2n — a®a|?

4220 2 + ol 2] — 202 (4220, 22)
(IJA||].]|Azn|)? + a*||zn||* — 20%(A%2,, 2,)  (on utilise la définition de la norme triple)
20* — 2a%(A%z,,, xn) (on utilise ||z, || = 1 et (Azy,, Az,) < o?).

IN

D’ot1 en faisant tendre n vers 400, il vient ||(A% —a?Idg)zn,|| — 0. Comme A est compact et (z,,) appartient & la boule
unité fermée de H, (A*z,) posséde une sous-suite (A%z4(,)) qui converge, disons vers y € H. L'inégalité triangulaire
montre alors que lim a2x¢(n) =y.

n—oo

1
En posant u = — v, il vient donc par passage a la limite A%y = o?u, soit encore (A — aldy)(A + aldg)u = 0.

Si (A + aldm)u =0, alors u est vecteur propre de A de valeur propre —a.
Sinon, v = (A 4 aldm)u # 0 et alors v est vecteur propre de A de valeur propre a.

2. Prenons A valeur propre de H non-nulle. Le sous-espace propre H(A) est un fermé de H, donc complet. En restreignant
le produit scalaire de H & H()\), on a que H(\) est un sous-espace de Hilbert de H.

1
La boule unité fermée de H () est sa propre image par 'opérateur compact XA. Par définition d’un opérateur compact,

elle est donc relativement compacte. Or la boule unité fermée est fermée, donc elle est compacte (car son adhérence
est elleeméme). Le théoréme de Riesz donne donc que H () est de dimension finie.

3. Puisque A est autoadjoint, ses sous-espaces propres sont orthogonaux.
Notons F' l'orthogonal de la somme directe des sous-espaces propres associés & A. Supposons F # {0}.
Mais alors, comme F est fermé (par propriété des espaces de Hilbert), la restriction de A & F' est encore un opérateur
autoadjoint compact. On peut donc appliquer 1) & A|r et trouver une valeur propre de A supplémentaire : exclu par
définition de F'!
Ainsi F' est réduit au sous-espace nul et la somme directe des sous-espaces propres est dense dans H. O

19



Proposition 9 Toute représentation unitaire (p, V) (V est de Hilbert) de G se décompose en une somme directe
hilbertienne de représentations irréductibles de dimension finie.

Démonstration Comme toute sous-représentation de dimension finie est somme de sous-représentations irréductibles, il
suffit de montrer que toute représentation unitaire non réduite a {0} de G contient une sous-représentation non réduite a {0}
de dimension finie. On construit alors un opérateur autoadjoint compact A sur V, non nul et G-invariant. On prend une base
hilbertienne de V' (possible d’apres le lemme de Zorn mais pas forcément dénombrable car V n’est pas supposé séparable) et
on choisit une famille dénombrable (e, )nen d’éléments distincts de la base. On définit alors pout tout n € N le projecteur
orthogonal p, de V sur le sous-espace vectoriel V,, =Vect(eo, e1,- - ,en) de dimension finie. Si v € V et n,p € N,

n+p

1Y (exlv)exl?

k=n+1
n+p

Z |(ex|v)]? (d’apres Pythagore)
k=n+1

IPn+p(v) = pn(v)]]?

IA

Z |(ex|v)]? terme qui tend vers 0 quand n — oo
k=n+1

En effet, la majoration
n

D lexlv)(vler)

k=0
(v]pn(v))
[|V]]-[[pn (V)]

[al

> Kexlo)?
k=0

INIA

- 2
montre que la série Z [{ex|v)|” converge.
k>0

On en déduit aisément que pour u,v € V, la suite (/ (v]pe(w))pn (pt(u))uc(dt)> (bien définie car les fonctions en ¢
G

neN
sont pg-intégrables) est de Cauchy dans I’espace de Banach V, donc convergente. En effet, si n,p € N,

n / (0101 (W)) Pt (0 () 165 (dt) — / (lon@)pa (e (@)l = | / o1pe(0)) (s — po) (e ()i (d8)]
G

G
S O e el
< / ollllpe @l | > [erlor(w)Pua(dt)
G k=n+1
< / ollllall | Y Iexlpe(w)?ua(dt)
G k=n+1
oo
Or, d’une part, les fonctions ¢t — ||v]|||u|| Z [{ex|pt(w))|? sont mesurables.
k=n+1
En effet, 'application t — p¢(u) est continue (cela découle de la définition d’une représentation linéaire continue), donc par

composition chaque fonction ¢t — |{ex|p:(w))|? pour k > n + 1 est continue, donc mesurable. Ainsi, ¢t — Z [(ex|pt (w))]?

k=n+1
est mesurable comme limite de fonctions mesurables. Par composition de fonctions mesurables, on a donc ce que 'on veut.

oo

De plus, Vt € G, ||v]|||u]| Z |{ex|pt(u))|? — 0 quand n — oo.
k=n+1

D’autre part, I'inégalité de Bessel montre que Vn € N, Z l(ex|pe(u))* < |lpe(w)|?, donc
k=n+1

(oo}

¥ e N, [olllull, | D Kexloe@)? < flofl[lul®.

k=n+1
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Par conséquent, comme le terme de droite de 'inégalité précédente est ug-intégrable et indépendant de ¢, le théoreme de
convergence dominée donne que :

oo

lolllull, | > Kexloe(w)2uc(dt) — o.
a ettt n— oo
On pose alors / (v]pe(u))pe(u)pe(dt) == lim / (v]pe(w))pn(pe(u)) e (dt). Soit u un vecteur que 'on prend de norme 1 pour
G n—oo
alléger I’écriture dans ce qui suit. On définit alors :
A: V. = 'V
v AW = [ Gl
G
En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, le fait que la représentation est unitaire et le fait que ug est de masse totale 1,

on montre aisément de la méme maniére que pour la majoration précédente que A est 1-lipschitzien. L’opérateur A est un
endomorphisme de V qui vérifie Vg € G,Vv € V,

pgoAop,—1(v) = pg (/ <pg1(v)|pt(u)>pt(u)uc(dt)>
G

{pg-1(0)|pe(w)) g (w)pc(dt)

= f(pgl (0)]pg—14(u))pe(u)puc (dt) car p1g est invariante par translation

G
= A(v) car (|) est G—invariant
Ainsi A est G-invariant. Il est facilement autoadjoint, c’est-a-dire Vv, w € V, (A(v)|w) = (v|A(w)).

Il reste & démontrer qu’il est compact. Prenons donc (y») suite de A(%yv) (ou on note Ay la boule unité fermée de V) et
montrons qu’elle posséde une sous-suite convergente. Par propriété de ’adhérence de A(ABy ),

Vn € N, 3z, € By, ||A(zn) — ynl|| < n%rl Comme V est un Hilbert, V est réflexif, donc® la boule unité est compacte pour
la topologie faible o(V, V™), ce qui implique que (x,) posséde une sous-suite (z4(,)) qui converge faiblement, disons vers

x € By. On montre alors que ||A(z) — A(zgn))|| = 0. En effet, ||A(z) — A(zom))|| < / [Zo(n) — @, pg(u))].||pg(w)||nc(dg)
e}
et

(z o) — 2, pg (W) ||lpg (W] < ([lzgml| + [|zal])|Ju||* en utilisant Cauchy-Schwarz et p unitaire
< 2

Comme g — 2 est pg-intégrable, le théoréme de convergence dominée donne

n—>00

i [ {rot0) = . 0000} Hloo ()lcde) = | T [z = 2,0} a0l i () = 0

On considére & présent la suite (y4(n))nen extraite de (y,). On fixe € > 0.
Comme lim ¢(n) = 400 et lim [|A(x) — A(z4m))|| =0,
n—oo

n—00

iN € N,Vn < N, <eet ||A(x) — A(zgmn))|| < e

1
$(n) +1
La majoration ||yem) — A@)|| < [[Ysmn) — Al@sm))|| + ||A(zpm)) — A(z)|] < montre alors qu’a partir du rang N, on a
Yo — A(@)]| < 2e.

Ainsi, (ys(n)) est une suite extraite de (y») qui converge.

Le lemme 1 donne donc lexistence d’une valeur propre non nulle (car A # 0 puisque v # 0) de A notée A et que
H()\) = Ker(A — Mdu) est de dimension finie. Soit enfin g € G. Comme p, commute avec A, le sous-espace propre H(\)
de A est stable par py (c’est un résultat immédiat d’algebre linéaire). Cela montre que H(\) est stable par G et donc une
sous-représentation de dimension finie. O

Remarque : La proposition précédente montre en particulier que toute représentation unitaire irréductible de G
est de dimension finie.

3. 1l s’agit d’une conséquence immédiate du théoréme de Banach-Alaoglu, lequel repose toutefois sur le lemme de Zorn.
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4 Caractere d’une représentation de dimension finie

On suppose toujours G compact. Sauf mention explicite du contraire, les espaces vectoriels V considérés seront
toujours de dimension finie.
4.1 Définition et propriétés

Définition Soit p : G — C une représentation linéaire de G dans un espace vectoriel de dimension finie V. On
appelle caractére de la représentation p lapplication

Xp: G — C
g + tr(p(g))

On va voir que le caractére d’une représentation caractérise cette représentation.
Proposition 10 Si p est une représentation de G, x, est une fonction continue sur G.

Démonstration yx, est continue comme composée des applications p continue et trace continue. (]

Proposition 11 Si x désigne le caractére d’une représentation p de degré n et 1 désigne le neutre de G, on a :
1. x(1)=n
2. Vg,h € G,x(ghg™") = x(h)

Démonstration Il suffit de remarquer que tr(p(g)p(h)p(g™")) = tr(p(g~Hp(g)p(h)) = tr(py(h)). O

Remarque : Toujours en utilisant la propriété de la trace, on montrerait de méme que deux représentations
isomorphes ont méme caractere.

Définition On appelle fonction centrale sur G toute application f : G — C qui vérifie Vx,y € G, f(zy) = f(yz)

Remarque : La deuxieéme partie de la proposition montre que les caracteres sont des fonctions centrales.

Proposition 12 Soient p* : G — GL(V1) et p* : G — GL(Va) deux représentations linéaires continues de G. On
note x1 et x2 les caractéres associés d ces représentations. Le caractére x de la représentation p1 € p2 est égal d
X1+ X2

Démonstration Soit g € G. On se donne p}; et pg sous forme matricielle R}; et Rg, La représentation p1 € p2 est alors
1
donnée sous forme matricielle par Ry = ( ]?)9 }% ) Dot x(g) = tr(Ry) = tr(R}) + tr(R2) = x1(g9) + x2(g). Dot le

résultat. O

Proposition 13 Soient p* : G — GL(V}) et p? : G — GL(V2) deux représentations linéaires continues de G. On
note x1 et x2 les caractéres associés da ces représentations. Le caractére x de la représentation produit py ® po est

donné par ¥(g1,g2) € G1 x G2,x(g1, 92) = x1(91)x2(g2)-
Démonstration C’est une conséquence de la proposition 6 (1). |
Remarque : Dans la suite, on notera y; ® x2 le caractére de la représentation produit.

Définition On parle de caractére irréductible d’un groupe G pour désigner un caractére d’une représentation irré-
ductible de G.
On note Irr(G) l’ensemble des caractéres irréductibles de G.

4.2 Lemme de Schur et application

Lemme 2 (de Schur) Soient p' : G — GL(V,) et p* : G — GL(V,) deuz représentations irréductibles de dimen-
sion finie de G. Soit f : Vi — Vy linéaire telle que Vg € G, p2o f = fopy*. Alors :

- pl et p2 sont isomorphes ou f = 0.

- Si Vhi=Vy et p1 = p2, dAeC, f= )\Idv1

4. On dit que f est un morphisme de représentations ou un opérateur d’entrelacement
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Démonstration Pour le premier point, Ker f et Im f sont G-invariants car f est un morphisme de représentations. Comme
les représentations sont irréductibles, on a d’une part, Ker f = {0} ou Ker f = Vi, d’autre part Im f = {0} ou Im f = V5.
Si f # 0, on a donc Ker f = {0} et Im f = V5. Donc f est un isomorphisme de Vi sur Va. Pour le second point, puisque
C est algébriquement clos, il existe A valeur propre de f. Alors facilement Ker(f — Aldy, ) est G-invariant et par définition
Ker(f — Aldv, ) # {0}. Ainsi par hypothése sur la représentation, on a Ker(f — Aldy,) = V4 puis f — Aldy; = 0. O

Proposition 14 Soient p' : G — GL(V1) et p? : G — GL(V2) deuz représentations irréductibles et h : Vi — Vy
une application linéaire. Posons h® = / (pf)_l hptpg(dt). Alors
el

1. Sip' et p? ne sont pas isomorphes, on a h® =0

2. SiVy =V et pt = p?, hY est une homothétie de rapport ot n =dim Vj.

tr(h)

Démonstration On montre aisément que h° est un morphisme de représentations. Le lemme de Schur appliqué & f = h°
montre que dans le premier cas, h® = 0 et dans le second cas que h° est une homothétie de rapport A € C. Dans ce dernier

cas, on a donc : d’une part,
tr(h°) = nA

d’autre part,

tr(h’) =

(1)
O

Regardons comment les résultats de la proposition précédente se traduisent matriciellement. On note pf =
(ai;(t)) et p? = (b;;(t)). Les applications linéaires h et h® sont représentées respectivement par les matrices
(hi,j)1§i§dim(V2),1§j§dim(V1) et (h‘z ])1<z<d1m(V2) 1<j<dim(V1)

On a par définition de A :

dim(Vs2) dim(Vy)

B, = / S Y birt Db (Opa(dr)

k=1 =1

G
; </ bik(t™ )ay;(t )uc(dt)> hi.1

(2)

Donc le membre de droite est une forme linéaire en les hy, ;.
Dans le cas (1) de la proposition 14, on a Vi, j, hgj = 0. Ainsi la forme linéaire s’annule pour tout systeme de

valeurs {hy;}; ses coefficients sont donc nuls. Donc | V¢, j, k, l,/ bik(t™Yagj(t)ua(dt) =01,
G

Dans le cas (2), en notant n = dim(V;) = dim(Vy), on a h? =

tr(h) N tr(h) RS
n Idy,. D’ou h%j = Téi,j = I th,kéi’j-

1
Il résulte donc en égalant les coefficients des hy; : | —0; 0k, = / bi)k(t_l)al’j(t)ug(dt) .
n G

4.3 Conséquence : relations d’orthogonalité des caracteres.

Proposition 15 Si x est le caractére d’une représentation p de degré n, on a ¥g € G,x(971) = x(9g).

Démonstration Comme G est compact et p continue, p(G) est compact, donc borné. Donc pour tout g dans G, pour tout
n dans Z, p(g)"™ est un automorphisme C-linéaire borné, donc les valeurs propres de p(g) sont de module 1 nécessairement.
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De plus, Vg € G,tr(p(g)) = Z X et lalgebre linéaire nous donne que A € Sp(p(g)) & 1 € Sp(p(g)™") avec méme

A
XESp(pg)
multiplicité pour A et %
. — ~ 1 _ _
Ainsi Vg € G, x(g) = tr(p(g)) = Z A= Z 3= Z A=tr(p(g™") = x(g7 ). 0
AESp(pg) AESp(pg) XESP((pg)~1)

Dans la suite, on désigne par (|) sur I'espace L?(G) des fonctions sur G de carré pg-intégrable (modulo la relation

d’équivalence "ug-presque partout') le produit scalaire défini par Vf,g € L2(G), (f|g) = / F@®)gt)pa(dt).
G

THEOREME 4.1 —
La famille (Xp)pe§ des caractéres irréductibles de G est orthonormée pour (]).

Démonstration On prend x et X' deux caractéres associés a des classes de représentations de G' non-isomorphes, p (de
degré n) et p’ (de degré n') respectivement.

Notons (ri,;(t)) et (r; ;(t)) les matrices associées & p(t) et p'(t) respectivement. En utilisant la proposition 15 puis les encadrés
du paragraphe 4.2, il vient dans le cas de représentations isomorphes :

b = /G MO ()
- / XXt ) e ()
G
| S ritoms s tan
Z /G sty (U pcdt)
Z%@,jam
_ iz

= 1
(3)
De méme, on a dans le cas de représentations non-isomorphes,
o) = [ M@l
G
= / Tiyi(t)T;’j(til),uG(dt)
ij VG
= >0
0]
= 0
(4)
a

On a déja vu que deux représentations isomorphes ont méme caractere; le théoreme suivant montre que la
réciproque est vraie.

THEOREME 4.2 —
Deuzx représentations de méme caractére sont isomorphes.

Démonstration Il suffit de montrer que les deux représentations de méme caractére contiennent le méme nombre de fois

chaque représentation irréductible. Il suffit donc de montrer que si V est une représentation linéaire continue de G de
k

caractere xy décomposée en somme directe de représentations irréductibles Vz@ W, le nombre des W; isomorphes a une

=1
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représentation irréductible W ne dépend pas de V (mais uniquement du caractére de V qui est x). Notons pour tout ¢ dans

k k
[1,k] x: le caractére de W; et ¢ le caractére de W. Alorson a: (x|¢) = (Z Xi|p) = Z<X’ |¢) avec d’apres les relations
(prop 12) 4 -
i=1 =1
1 si W; isomorphe a W
d’orthogonalité, (x:|¢) = ) P .
0 sinon
Donc (x|¢) est le nombre de W; isomorphes & W. Comme ce produit scalaire est le méme pour toute représentation de
caractere Y, le résultat en découle. g

Le résultat précédent montre qu’on peut ramener 1’étude d’une représentation de dimension finie a ’étude de
son caractere.

THEOREME 4.3 —
Une représentation (p, V) de caractére x est irréductible si et seulement si (x|x) = 1.

Démonstration On a déja vu que si p est irréductible, son caractére x est de norme 1. Supposons & présent que {(x|x) = 1.
h

D’apres les théorémes 3.2 et 4.2, toute représentation V de caractére x est isomorphe & une somme directe V= @WZ’“ ou
i=1
les W; sont des représentations irréductibles de caracteres irréductibles x; deux & deux non-équivalentes et o les m; = (x|x:)
h

h
sont des entiers positifs. Alors x = Zmi)@- puis (x|x) = Zmimj<Xi|Xj> = me Ainsi :
i=1 i i=1
= Eioe[[l,h]],miozlet W;«éio,mi:O

=V isomorphe a I'un des W, O
=V irréductible.

(xlx) =1

Ce théoréme constitue donc un criteére essentiel d’irréductibilité.

4.4 Coeflicients matriciels et bases hilbertiennes

On note L?(G)% le sous-espace de L?(G) formé des fonctions centrales de carré intégrable sur G. C’est un
sous-espace fermé de L?(G), donc un espace de Hilbert.

Définition Un coefficient matriciel de (p, V) est une fonction de la forme

Cyo* * G — C

g — v (pg(v)) ot v € V,v" € V" (dual de V).

Remarque :

— Un coefficient matriciel est continu, donc appartient & L*(G).

— Dans la suite, on prendra souvent pour v* la forme linéaire z — (z|v)y ol (|)y est un produit scalaire sur

V.

Si (p,V) est une représentation irréductible de dimension finie, on note L2(G) le sous-espace vectoriel de L?(G)
engendré par les coeflicients matriciels de p. On note que Lf)(G) est de dimension finie inférieure ou égale a (dim V)?;
en effet, si (e;)1<i<n désigne une base de V et (€] )1<;<y, sa base duale, L%(G) est simplement engendré par le systéme
de coefficients matriciels {cehe»f }

7 ) 1<i,j<n
de G sur L?(@G) par translation a gauche et a droite. On définit par exemple I'action de G sur L?(G) a gauche par :

de cardinal inférieur ou égal & n?. De plus L,QJ(G) est stable sous les actions

GxL2(G) — L2(G)
(9. f) > (t— f(tg)).

On vérifie que g e cy v = ¢, (v),0-
Proposition 16 L?(G) est une représentation unitaire de G.

Démonstration LZ(G) muni du produit scalaire défini au paragraphe 4.3 est clairement un espace préhilbertien. Il est
immeédiat, grace a l'invariance par translation & droite de la mesure de Haar, de constater que le produit scalaire (|) est
G-invariant, c’est-a-dire Vh € G, (h- flh - g) = (f|g). Tl reste & voir que L?(G) est complet pour la norme ||.|| déduite de son
produit scalaire. C’est un résultat qui repose sur les deux lemmes suivants :
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Lemme 3 Soit (F,||.||) un espace vectoriel normé. Si toute série ) wun vérifiant Z [lun|] < co converge dans F (i.e les
n
sommes partielles vy, = Zui vérifient ||vn, — v|| = 0 pour un certain v € F), alors F est un Banach.
i<n

Lemme 4 Toute suite (f.) € (L*(G))" telle que Z [|fnl| < co vérifie les deux points suivants :
neN
— la série Zn fn est presque partout absolument convergente

~ la série Yy, fn converge dans L*(G) et || anH < Z [ Fn]l-

n n
Démonstration (du lemme 4) On pose S, := Z fr et Sy = Z | fi|- Les S,, forment une suite croissante de fonctions
~ k=1 k=1
mesurables positives, de limite notée S. D’apres le théoréme de la limite monotone, on a :

/§2duczlimT/Sidug.
el n el

2 2

or, [ Sdus =I5 < (Sl ) < (Llisd) <o
G k=1

n€eN
Par conséquent, la fonction S? est pug-intégrable, donc pug-presque partout finie. I1 en est donc de méme de S. Cela signifie
que la série ) fn(z) converge absolument (a fortiori converge) sur Pensemble {x|S(z) < oo} dont le complémentaire est
négligeable. Cela régle le premier point du lemme.

On pose alors f(x) := an(x) pour tout x € G tel que la série associée soit absolument convergente et (de maniére

arbitraire) f(z) = 0 ailleurs. On a bien str |f| < S puis

/ | dpe < / S*dpc < oo.
G G

Ainsi, f € L*(G) et I'inégalité annoncée suit. d

THEOREME 4.4 (DE PETER-WEYL) —
Soit G un groupe compact. Pour toute représentation irréductible (p,V,) de G,
1. Il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels C-linéaire de Vgi"‘(p) sur L/%(G).

2. Les coefficients matriciels des représentations irréductibles engendrent un sous-espace dense de L*(G). Cela

se traduit par lécriture en somme directe hilbertienne suivante : L*(G) = @Li(G).
peG

Démonstration Fixons (p,V) irréductible et choisissons un produit scalaire G-invariant (|)v sur V. (On a vu qu’un tel
produit scalaire existe). Pour v,v" € V, on note ¢, , le coefficient matriciel g — (py(v)[v)v. Soit (m,W) une autre représen-
tation irréductible de G et (|)w un produit scalaire G-invariant sur W. A v' € V et w € W fixés, on considére 1'application
C-linéaire suivante :
(I)'u’,w .V — A\
v = [, o)
G

C’est un morphisme de représentations car ug est invariante par translation. Le lemme de Schur donne donc les résultats
suivants :

1. Si V et W ne sont pas isomorphes, alors @,/ ,, = 0. Ainsi pour tous v,v’ € V et w,w’ € W, on a :
<Pg(”)|U’>V<pg(w,)‘w>wﬂG(d9)

<Cv,v/ ‘Cw’,w>

{pg ()W )v (w]pg (W) whc(dg)

I Il
———

(pg ()[0)v (pg-1 (w)|w')whc(dg)

&

=

Donc les sous-espaces L,Q,(G) et LZ(G) engendrés par les coefficients matriciels sont orthogonaux pour le produit scalaire
sur L?(G) défini plus haut.

v’ w (v)|wl>W =0
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2. Si V et W sont isomorphes, on peut supposer V=W et alors ®, ,, = Ay ,Id ot Ay, dépend semi-linéairement
de v’ et linéairement de w. Le méme calcul que celui qui précéde montre que (cy o |Cuw/ w) = Avw(v|w)v. On
remarque notamment en utilisant la proposition 7 que (Cy v/ |Cw’ w) = (Cw,w'|Cor,v); donc par symétrie, il vient :

/
v=w

v =w

A € C,{cy,vr|Cw w) = Mw|v')v(v]w')v. En prenant { , on constate A > 0 et donc A # 0 .

Donc si (e:)1<i<n est une base orthonormée de V, alors les c; ; avec (i,7) € [1, n]? forment une famille orthogonale de
L2(G) et dim L2(G) = (dimV)?. On peut rendre cette famille orthonormale en utilisant ||x,|| = 1 (car p irréductible).

1
En effet, 'égalité x, = E Ce;e; €t le théoreme de Pythagore montrent que A = —. Il en résulte que B, =
n
i=1
(V/MCeye;)1<i,j<n st une base orthonormée de L3 (G).

Considérons & présent pour (p, V) représentation irréductible de dimension n Papplication linéaire :
2
v (Vo)™ — L;(G)
n
(1}171}27"'77)%) — chiyez

U est clairement surjectif par définition de L2(G) et l'utilisation du fait que les Ce;,e; forment une base orthogonale montre que
U est également injectif. A ce stade, on a donc montré la premiére partie du théoréme et le fait que la somme H = @ Li(G)

peEG

est orthogonale. On montre encore qu’elle est dense dans L?(G) en montrant que son orthogonal H* est réduit & {0}.
Supposons H* # {0}. La proposition 8 montre que H» est stable sous G. De plus, on a vu que (L*(G), (|)) est une
représentation unitaire de G. La proposition 9 donne alors que ce sous-espace contient une représentation irréductible de
dimension finie, notée V. Soit p € G la classe d’isomorphie de V. Pour f € V\ {0}, la fonction F' sur G définie par

g+— F(g / f(zg) f(z)pc(dz) est un coefficient matriciel de V, donc un élément de L2 2(G). Or, pour v,v" € V,

(Frevw) = / 0@y s (dg)
f (g2 F@ Py @)y s (da) i (dg)

f f F ) F@ P s Oy 1 (da)pcs (dh)
/ @ ( / f(h)</3hzl(v)|v’>vuc(dh)> i (d)
G G

/ m<f|cpm,1 ('U),'U’>V4LLG(dx)
G

Comme f € H*, on trouve donc Vou,v' € V, (F,cpr) = 0. Dot F' = 0. En particulier en évaluant F' en I’élément neutre 1

du groupe G, on trouve ||f||> = / |f(@)* e (dz) = 0 puis f = 0. On a la contradiction voulue. O
G

On remarquera que cette démonstration fournit une base orthonormée explicite de L?(G); il suffit en effet de
prendre la réunion de toutes les bases orthonormées B, pour p € G.

THEOREME 4.5 —
La famille des caractéres irréductibles (Xp)pea de G est une base hilbertienne de L*(G)°.

On a donc ¥Vf € L*(G)°, f = Z<f|Xp>Xp'

peG

Démonstration On a déja vu que les caractéres sont des fonctions centrales. Le théoréme 4.1 montre que la famille (x,)
el

pea
est orthonormée pour le produit scalaire de L?(G) restreint & L?(Q)
Montrons & présent que la famille engendre un sous-espace dense de LQ(G)G. Prenons pour cela f € LQ(G)G vérifiant

Vp € @, (flxp) = 0 et montrons que f = 0. On introduit & (p, V) irréductible fixée de dimension n,, I’endomorphisme de V
suivant : py = / F)p(t e (dt). On vérifie sans difficulté grace a l'invariance par translation de la mesure de Haar que

G
Vg € G, pgpfpgl = pys, ce qui montre que py est un opérateur d’entrelacement. On a donc d’apres le lemme de Schur :

X e (C,pf = Aldy.
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De plus, tr(ps) = np et

tr(py)

/ X e (dt)
f

[

(Fx)

t
Hx()pa(dt)

Donc py = @Idv = 0 par hypothése sur f. Donc Yv,v' € V,
p
(flevw) = F@&){pe )W)y e (dt)
= ff(t)@/mt(v»vuc(dt)
= F(){p—1(v)|v)vpc(dt) en prenant (|)v G-invariant
= (s
= 0
Le théoreme de Peter-Weyl donne donc f = 0 puis le résultat. d

4.5 Complément sur les groupes compacts

Proposition 17 Si G et H désignent deuzr groupes compacts, l'application

Irr(G) x Irr(H) —  Irr(G x H)
(¢,9) — oY

est bijective.

4.6 Le cas des groupes abéliens compacts

Dans le cas ou GG désigne un groupe compact commutatif, ’étude des représentations de G se simplifie grace au
théoreme suivant.

THEOREME 4.6 —
Si G est un groupe compact abélien et (p, V) une représentation irréductible de G de dimension finie, alors dimV = 1.

Démonstration Pour g € G, py est un morphisme de représentations; en effet,
Vh e G,Yv eV,
pe(pn(v)) = pgn(v)
= png(v)
= pn(pg(v)).

En appliquant le lemme de Schur avec p' = p? = p, Vi = Vo = Vet f = p, linéaire, il vient :
g € C,pg = Agldy.

On considére alors vg € V\{0}. Le sous-espace vectoriel Vect(vg) de V engendré par vo est donc G-invariant.
Gréce a l'irréductibilité de (p, V), on conclut que Vect(vg) = V.
Mais alors, dimV = 1. O

Conséquence :
Gréace au théoreme précédent et a la remarque suivant le théoreme 3.2, ’étude des représentations d’un groupe
compact abélien G se raméne donc & I’étude de I’ensemble des morphismes de groupes de G dans C* = GL(1,C).,
que 'on appelle encore caracteres linéaires de G.
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5 Représentations induites en dimension finie

5.1 Algebre d’un groupe

Soit G' un groupe fini. On notera dans la suite C[G] ’ensemble des éléments de la forme Z agg ou (o), désigne
geG
une famille de nombres complexes. Cela fait de C[G] un C-espace vectoriel de base G. Notons que I'on peut munir

C[G] d’une structure d’algébre sur C en définissant une multiplication sur C[G] par <Z aigi> X Z B;9;
i J

Z(aiﬁj)(gigj). Notons que cette multiplication interne prolonge la loi de groupe. On obtient ainsi une algebre
0,J
appelée algébre de G sur C. Remarquons tout de suite que G C C[G] et C C C[G].

Soient V un C-espace vectoriel et p : G — GL(V) une représentation linéaire de G. On peut munir V d’une
structure de C[G]-module via l'application :

C[Gl xV — \Y%
Z g9, — Z agpg(x)
geG geG

Inversement, la donnée d’une structure de C[G]-module pour V définit une représentation linéaire de G dans V. En
effet, si V est muni d’une loi de composition externe e, on définit :

p: G — GL(V)
g — (z—gex).

Cette application est bien d’image incluse dans GL(V) :
— en travaillant & g € G fixé, on voit que pg est un endomorphisme du C-espace vectoriel V.
D’une part, ¢ est une application a valeurs dans V.
D’autre part, pour xz,y € Vet A € C,

pg(z+Ay) = ge(z+Ay)

gex+ge(\y)
gex+(Ag)ey
ger+Agey)
= Pg($)+>\Pg(y)a

le passage de la deuxieme ligne a la troisieme ligne utilise I'axiome d’associativité pour la structure de module,
possible en supposant que Av = Aev (autrement dit, on fait implicitement ’hypothése que la structure de
C[G]-module sur V est telle que le sous-ensemble C de C[G] agit sur V comme la multiplication des scalaires
sur le C-espace vectoriel V.
~ Pour g € G, pylpg-1(z)) = pg(g™" ex) =ge(g " ex) =(997") 2.
Do pg 0 pg-1 = Idy. De méme, py—1 0 pg = Idy . Cela montre que pg-1 est I'inverse de py.
Ensuite, on vérifie que p est bien un morphisme de groupes. Cela résulte du calcul suivant : si g,g' € Get x € V,
on a: pgg(x) = (g99") ez =ge(g' o) = ge(py(x)) = pg((pyg (2))).
Cela prouve que pggr = pg © pg-
Pour la suite, si G désigne un groupe et si V et E sont deux représentations de G, on notera par Homg(V, E)
I'espace vectoriel des homomorphismes de C[G]-modules de V' dans E.

—1

5.2 Définitions
5.2.1 Restriction d’une représentation
Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Soit (p, V) une représentation de G.

Définition La restriction de p au sous-groupe H de G est une représentation de H, appelée représentation restreinte
et notée Res%V .
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5.2.2 Représentation induite

Soit G un groupe et H un sous groupe de G. Soient V un espace vectoriel complexe muni d’une structure de
C[G]-module (ce qui d’aprés le paragraphe 5.1 revient & se donner une représentation V de G) et W une représen-
tation de H.

Comme C[G] est un C[H]-module a droite et W un C[H]-module & gauche, on peut définir le produit tensoriel
ClG]®cimW (qui est a voir comme le C[G]-module déduit de W par extension des scalaires de C[H] a C[G]).

Définition On dit que la représentation V est l'induite de H a G de la représentation W si V=C[G]®c(m W.
On note alors V=Indg, (W).

On garde les notations précédentes pour la proposition qui suit. On note par # un systeme de représentants des
classes & gauche modulo H (on a donc aussi par extension une action - de G sur C[H]). La proposition 3 montre
que W est isomorphe au C[H]-module C[H]| ®c(z; W. On définit ainsi une action de G sur W par :

GxClH]®@cm W —  ClH]®cm W
(g, h@w) — (9 h)®w

Proposition 18 Avec les outils introduits, la définition précédente revient a dire que p : G — GL(V) est une

représentation induite de W si l'on a V= @ g-W.
gER

Démonstration Les éléments de #Z forment une base du C[H]-module & droite C[G].
On peut donc écrire C[G] = @ g-C[H]

9ER
Donc
ClGl ®@cm W = (@g : C[H]> ®cm) W
gEZR

= P (9 ClH] ®cymy W)
gER

= @ g-W par définition de I’action de G sur W
9gER

5.3 Propriétés de I'induction

Proposition 19 L’opération d’induction est transitive. Autrement dit, si H est un sous-groupe de G, lui-méme
sous-groupe d’un groupe K, on a
Ind% (Ind$) ~ Ind%.

Démonstration Cela se voit en utilisant notamment ’associativité du produit tensoriel.
Soit W muni d’une structure de C[H]-module.

Ind§ (Indf (W) C[K] ®c[g) IndF (W)
C[K] ®cjg) (CIG] ®cim W)
( (K] ®cia [G]) Qciay W (associativité)
C[K] ®&cin) W (résulte de la proposition 3)
Indfy (W).

IR

On a aussi la propriété d’adjonction suivante.
Proposition 20 Homg(Ind§W, E) = Homg (W, ResG E).
Démonstration Cela résulte en grande partie de la propriété du produit tensoriel suivante :

Homg (C[G] ®cim W, E) = Homy (W, Homea/(C[G), E)) .
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5.4 Caractere d’une représentation induite et formule de réciprocité

En gardant les mémes notations que précédemment, pour toute fonction centrale continue f sur H, on considere
la fonction f’ sur G définie par

Vge G, fllg)= > flt'gt)

tER tq
t—lgteH

On dit que f’ est la fonction induite par f sur G. On note f’ = Ind%(f).

Proposition 21 1. La fonction Tnd$ (f) est centrale sur G.

2. Si f est le caractére d’une représentation W de H, Indg(f) est le caractére de la représentation induite
Ind$ (W) de G.

Démonstration 1. C’est évident au vu de la définition.
2. On suppose (p, V) induite par (6, W). On note x, et xo les caractéres associés. L’hypothése de la proposition est donc
[ = xe-
OnaV=@pp(W).

reE#
Prenons u € G. On veut déterminer x,(u) = try (p.). Pour cela, on peut utiliser une base % de V qui est la réunion

des bases des p,(W).

En écrivant le produit ur d’éléments de G sous la forme r.t, ot 7, € Z et t € H, on voit que p, transforme p,(W) en
pr, (W).

Les indices r # 1, donnent des termes diagonaux nuls dans la matrice correspondante a p,, dans la base %. Les autres
termes donnent la trace de p, sur les p,.(W).

On obtient donc
Xo(w) = Yty w) (punr),
TERy,

ol R, désigne ensemble des r € Z tels que r, = r (il s’agit de noter que r € Ry, < ur =1t avec t € H) et ol py,r est
la restriction de p, & pr(W).
II reste alors a calculer tr, (w)(pu,r) pour tout r € R,.
Pour cela, on remarque que p, définit un isomorphisme de W sur son image p,(W) et que 'on a p, 0 0; = py,» © pr, OU
t=r"tureH.
Donc, tr(py,) = tr(0:) = xo(t) = xo(r 'ur).
Ainsi x,(u) = Z xo(r~ ur).

TERy
Cette derniére égalité, combinée avec le fait que tous les éléments g dans la classe a gauche rH avec r € R,, sont tels
que xo(9 tug) = xo(r~tur), implique finalement :

Xow) = > xalg 'ug).

9gEZ tq
g~ lugeH

Proposition 22 Pour 1 < i <2, on note x; le caractére de la représentation d’un sous-groupe H; d’un groupe G;.

On a alors

Id$ X% (v1 ® xo) = Ind%! (x1) ® Id %2 (xo).

Démonstration Pour (g1,92) € G1 X G2,

1 _
Indz} 552 (a ® x2) = TH, < ] > (1 ® x2)((ha, h2) ™ (g1, g2) (b, ha))

(h1,h2)EG1XG2 tq
hi_lgihiEH,i,lgig2

1

= m Z Xl(hflglhl)x2(hz_192h2)
! 2 (h1,h2)€G1XG2 tq

h;lgih,iEHi,lgiSZ

1 _ 1 _
= | > xalhitah) A D> xalhy'gaho)

h1€G1 tq ha€G2 tq
hlgrh1€Hy hy lgzho€Hy

= Indgi (x1) ® Indgz (x2)-
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On a toujours sur I’ensemble des fonctions de carré intégrable sur G le produit scalaire (f|g)q = / f(t)g(t)pg(dt).
G

On note (f|g)m = / f(t)g(t) g (dt) le produit scalaire sur tout sous-groupe de G.
H

Lemme 5 Si ¢ el ¢o sont les caractéres de Vi et Vo, on a : {¢1]|d2)¢ = dim Homg(V1, Va)

Démonstration Quitte & décomposer Vi et Vo en sommes directes de représentations irréductibles, on peut les supposer
déja irréductibles. Mais alors le lemme résulte directement des formules d’orthogonalité des caractéres. O

THEOREME 5.1 (FORMULE DE RECIPROCITE DE FROBENIUS) —
Si 1 est une fonction centrale sur H et ¢ une fonction centrale sur G, on a :

(¥[Res§ o) i = (Ind§ (¥)|¢) -

Démonstration Comme toute fonction centrale de carré intégrable est une combinaison linéaire de caracteres d’apres le
théoréme de Peter-Weyl, il suffit de démontrer le résultat pour 1 caractére d’un C[H]-module W et ¢ caractére d’un C[G]-
module E.

Or l’isomorphisme Hompy (W, E) ~ Homg(V, E) montré & la proposition 20 donne en particulier que les espaces vectoriels
sont de méme dimension. Le théoreme résulte alors du lemme précédent. O
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6 Représentations du groupe symétrique

Dans cette section, on note &, le groupe des permutations des entiers compris entre 1 et n. On souhaite
déterminer ses caracteres irréductibles; pour cela, une introduction de ’anneau des polynoémes symétriques et de
ses propriétés sont nécessaires.

6.1 L’anneau des fonctions symétriques
6.1.1 Notion de partition

Définition On appelle partition toute suite A = (A1, g, ...) décroissante presque nulle d’entiers naturels \y > ... >
An > 0.

Les entiers naturels A1, \a... sont les parts. La longueur, notée €(\), désigne le nombre de parts non nulles et le
poids |A| la somme des parts.

Souvent, on écrira A sous la forme d’'un n-uplet (Ar,...,An) si Vi > n,A; = 0 (les A;,¢ € [1,n] ne sont pas
forcément non nuls). On dira alors que la partition a n parts.

On peut représenter une partition par un diagramme de Ferrers. Ce dernier s’obtient en superposant de haut en
bas des lignes dont les extrémités gauches sont alignées sur la premiére colonne et dont les longueurs sont données
par les parts de la partition.

Par exemple, la partition A = (6,4, 3,3, 1) se représente sous la forme suivante :

Par symétrie diagonale du diagramme, on obtient le diagramme de Ferrers de la partition conjuguée notée \*.
En reprenant 'exemple donné ci-dessus, on aurait ainsi A* = (5,4,4,2,1,1).

On munit 'ensemble des partitions de la relation d’ordre < définie de la maniére suivante : si A = (\;);en+ et
1= (1i)ien+ sont deux partitions,
IAl= |ul
A < ssi = =
Vn € N*7Z)\i < ZM

i=1 i=1
Par exemple, on vérifie que (6,6,2,1,1) < (7,5,2,2).

6.1.2 Anneau des polyndémes symétriques a n indéterminées

Soit n un entier naturel non nul, on définit une action du groupe &,, sur anneau Z[ X7, ..., X,;] des polyndmes
a coefficients entiers et a n indéterminées par

Vo € 6,,YP € Z[X1, .., Xn), 0 - P(X1, s Xp) = P(Xo(1), 0r Xor(m))-

On définit alors 'ensemble A,, des polyndémes symétriques a coefficients entiers et a n indéterminées comme étant
I’ensemble des points fixes de Z[ X1, ..., X,,] sous I'action de &,, définie ci-dessus.
Autrement dit, A, := Z[X71, ..., X,,]®".

On vérifie que A,, est un sous-anneau de Z[ X7, ..., X,].

6.1.3 Fonctions symétriques élémentaires

Considérons une partition A a n parts et plagons-nous dans A,,.
On appelle monéme et on note X* 'expression X{\I ...X. On rappelle que le degré total du mondéme X* est |\| et
que le degré total d’un polynéme, noté encore deg, est le maximum des degrés totaux des mondémes qui le constituent.
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On appelle fonction symétrique monomiale tout polynéme de la forme suivante :

my = Z Xa,

056671()\)

ot on note &, (A) I'ensemble des n-uplets (Ay(1), .-, Ao(n)) lorsque o décrit &,,.
Il est immédiat d’observer que ces fonctions sont des polyndémes symétriques.

Remarque : On fera attention au fait qu'en général, m, # Z XN oy a(A) est le n-uplet (Ag(1), s Ao(n))-
oceG,

En effet, dans cette derniére somme, on peut répéter des termes identiques (il est possible que o(\) = ¢/()\) bien

que o et o’ soient deux permutations différentes). On voit cela par exemple avec la partition (211) et le groupe

symétrique Ss.

Plus exactement, si A = (A1,...,A,) est une partition avec ! valeurs (I < n) répétées ki,...,k; fois (c’est-a-dire
. n!

)\1 =..= /\k17>‘/€1+1 =..= /\k1+kza veny /\k1+k2+4..k171+1 =..= /\n)7 le cardinal de Gn(/\) est ————.

kqlko!.. Ky

Pour les partitions dont les parts non nulles sont égales & 1, les fonctions monomiales deviennent les fonctions
symétriques élémentaires suivantes :

= Y, XX

1<i1 <. <ix<n

pour 1 <k <n.
On pose par convention ey = 1.

n
Il y ainsi ( k) termes qui interviennent dans la somme eg.

En outre, sin =4, on a :

ep = 1

e = Xi1+Xo+ X3+ Xy

e = X1 Xo+ X1 X3+ X1 X+ XoX3+ XoXy + X3Xy
e3 = X1 XoX3+ X1 XoXy+ X1 X3X, + XoX3Xy

€eq4 = X1X2X3X4

n
Pour chaque partition A, on note ey := H €x;-
i=1

THEOREME 6.1 (DIT FONDAMENTAL DES POLYNOMES SYMETRIQUES)
Pour tout n € N*, les polynomes symétriques élémentaires ey, lorsque A décrit I’ensemble des partitions de longueur
arbitraire, dont les parts sont inférieures ou égales a n, forment une base de 'anneau A, .

Autrement dit, pour tout polynome symétrique P de n variables, il existe un unique polynome Q a coefficients entiers
et a n indéterminées tel que P = Q(eq, ..., en)-

Démonstration On raisonne par récurrence sur le nombre d’indéterminées n et a n fixé sur le degré total de P. Si n =1,
P € Z[X] et le théoréme est évident. De plus, pour tout n € N*, un polynéme de degré total 0 est constant, donc s’écrit de
maniére unique P = keo, k € Z (ou encore on prend @ := P). L’initialisation est donc faite.

Supposons a présent le théoréme vérifié pour tout polynéme de n — 1 variables et pour tout polynéme de n variables de degré
total égal & m — 1 (m € N*).

Prenons P polynéme symétrique de n variables de degré total au plus m. On considere ’application :

¢ : Z[X1,...,Xn71,Xn] — Z[Xl,...,,anﬂ
f(Xl,...,Xn) — f(Xl,...,anl,O)

¢ est bien définie et est un homomorphisme d’anneaux.
Si f(X1,...,Xn) € Ay, en identifiant G,,_1 au sous-groupe de &,, formé des permutations fixant n, il vient

¢(f(X17 "'7X7l—17Xn)) = f(Xla "'aXn—hO) e An—1~
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Plus précisément, & toute permutation o € &,,_1, on associe la permutation ¢’ € &,, coincidant avec o sur [1,n] et fixant n.
Alors on obtient pour f(X1,..., Xn) € Ay,

U¢(f) = O"(f(Xlw'an*l:O))
= [(Xoq), - Xo(n-1),0)
= f(Xg/(l),..,7XU/(n,1),0)
= o(f(Xor 1), - Xor(n-1)5 Xo/(n)))
= ¢ -f)
= o(f)

C’est exactement dire que ¢ transforme tout polynéme symétrique en un polynéme symétrique.

Par hypothese de récurrence, il existe @ polynéme de n — 1 variables tel que

¢(P(X1, -~-,Xn—17Xn)) = Q(el(Xl, ---7Xn—1)7 ceey enfl(Xl, --~7Xn71))-

Posons a présent A(X1,..., X»n) := Q(e1(X1, ..o Xn—1, Xn), -y en—1(X1, ..., Xn—1, X)), ot 'on note bien siir encore par ey le
E'®*™e polyndme symétrique élémentaire & n variables cette fois. Le polyndome A est symétrique en les n variables X; et on
a $(P(X1,., Xn) — AX1, s Xn)) = ¢(P(X1, ..., Xn)) — #(A(X1,..., X)) = 0. Donc P — A € Ker ¢ = (X,,), c’est-a-dire
3R € Z[X1,...,X»n], P — A = RX,,. En appliquant & cette derniére égalité une permutation o € &, telle que o(n) = 4, on
voit par &,-invariance de P — A que X; divise P — A. On a donc e,, = X;...X,, divise P — A.

Enfin, P est de degré total inférieur ou égal & m, donc il est clair que deg(P) < n. Cela veut dire que le polynome
Qle1( X1,y Xn—1)y ooy en—1(X1, ooy Xn—1)), élément de Z[X1,..., Xn_1], est de degré total inférieur ou égal & m. Ensuite,
deg(er (X1, ..., Xn-1)) = deg(ex(X1, ..., Xn—1, Xn)) = k pour tout k compris entre 1 et n—1 (cela se voit simplement sur la défi-
nition des polynémes symétriques élémentaires). En somme, deg(A) = deg(Q(e1 (X1, ..oy Xn—1, Xn), -, €n-1(X1, .o, X1, Xn))) <
m.

De cela, il résulte que le quotient (P — A)/e, est de degré total inférieur & m. On peut donc écrire P(Xq,...,Xn) —
A(X1, ..., X)) = 8(X1, ..., Xn)en avec S de degré total inférieur & m. De plus S est symétrique car P — A et e, le sont.

Par hypotheése de récurrence, il existe un unique polynéme B € Z[ X1, ..., X,] tel que

S(X1,...,Xn):B(el(Xl,...,Xn),...,en(Xl,...,Xn)).
Ainsi
P(X1,..Xn) = A(X1, .., X0)+ S(X1, ..., Xn)en

= Q(€1(X1, ...,Xn), ...,enfl(Xl, ,Xn)) + B((i1()(17 ...7)(71)7 ...,en(Xl, ...,Xn))en(Xl, ,Xn)
= 0(61(X1,...,Xn),...,en(Xl,...,Xn))

ou C’(_X17 ey Xn) = Q(,Xl7 . anl) + B(,Xl7 . Xn)Xn € Z[Xl, ,Xn]
Cela montre ’existence de la décomposition de P souhaitée.

Supposons a présent C’ est un autre polynéme de Z[ X1, ..., X, ] vérifiant P(X1, ..., X») = C'(e1(X1, oy Xn), oy en (X1, .oy Xn)).

Comme
(C'(e1, ..y en) — Qe1,...en—1))/en

(P(Xl, ,Xn) — A(Xl, ,Xn))/en
= S(Xi1,..,Xn) ’

on a que (C'(X1,....,Xn) — Q(X1,..., Xn-1))/Xn = B(Xi,...,X,) puisque la décomposition de S par B est unique par
hypothése de récurrence. Ainsi C'(X1,..., Xn) = Q(X1,..., Xn_1) + B(X1,..., Xpn)Xn = C(X1,..., Xn), et 'unicité de la
décomoposition est montrée. O

6.1.4 Fonctions symétriques complétes
On définit les fonctions symétriques complétes par

h():let VkGN*,th Z Xil---X'L'k-

1<in<...<ig<n
Par exemple, si n = 3, hy = X12 + X1 Xo+ X1 X3+ X22 + Xo X3+ X§ et sin=2, hg= Xf’ + X12X2 + X1X22 + X23.

Evidemment, les hj appartiennent a A,,.
n

De la méme maniere que pour les fonctions symétriques élémentaires, on note hy := H hy,-
i=1
Nous allons maintenant établir que les hy, lorsque A décrit I’ensemble des partitions de longueur arbitraire, dont
les parts sont inférieures ou égales a n, forment une base de 'anneau A,,.
Nous commengons par le lemme suivant.
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Lemme 6 Les séries formelles génératrices E(t) := Zektk et H(t) := thtk, éléments de Z[ X1, ..., X,][[t]],
k>0 k>0
vérifient E(t)H(—t) =1, soit encore
k
Vk € N*, Z(_l)ieihk—i =0.
=0

Démonstration En développant le produit H(l + tX;), on voit que

=1

B(t) = [J +1x0).

On obtient également une formule pour H(¢) : partons pour cela de H(l —tX;)"". Ona:

i=1
n Ve
[[o-eo = Iy
= i=1 k=0
- ZXfltkl ZXf%kz ZXsntkn
k1=0 P =
B Z Xlegz)...Xﬁ"tk1+k2+...+kn

=Y Y Xu.xtt

k>01<i...<ix<n

= H(t)

Des deux formules obtenues pour E(t) et H(t), il vient en particulier E(t)H(—t) = 1.
Cela donne en revenant aux formules de définition :

Zeiti Zhj(—l)"tj =1,

i>0 >0

Z eih]’(fl)jtiﬂ =1.

4,j20

Z Z (—1)j€ihj tk = 1,

h>0 \itj=k

soit encore

On a ainsi

donc immédiatement sur cette derniere écriture, on voit que :

Vk>1, Y (=1 esh; =0.
i+ji=k

D’oil le résultat. 0
Proposition 23 {h\|¢(\) < n} est une base de A,,, ce qui se réécrit A, = Z[hq, ..., hy).

Démonstration On a déja vu que A, = Zlei,...,en]. Il existe donc un endomorphisme d’anneau w : A, — A, tel que
Vk € [1,n],w(ex) = hk. En fait, on va montrer que w est un automorphisme involutif de 'anneau A, ; la proposition &
démontrer en découlera.
Fixons k € [1,n]. Les relations obtenues au lemme précédent fournissent un systéme de n équations liant les hi et les ey
pour 1 < k < n. Ce systéme étant triangulaire apreés avoir remarqué que ey = ho = 1, on peut exprimer successivement pour
tout k € [1,n], hi en fonction de ey, ..., ex. Donc pour tout k, il existe Py & coefficients entiers tel que hr = Pi(e1, ..., €x).
Or, on observe que les (e;)1<i<n €t (hi)i1<i<n jouent un role symétrique dans les relations obtenues au lemme précédent. I
en résulte que ex = Px(h1, ..., hi).
Ainsi,

w?(er) = w(hi) = w(Pyler, ...,exr)) = Pe(w(er), ...,w(er)) = Pu(ha, ..., hi) = ex.
Cela est valable pour tous les éléments e; avec 1 < k < n (qui forment un systéme générateur de A, ), donc on a VQ €
An,w?(Q) = Q. Cest ce que I’on voulait.
Les hi, images des e par 'automorphisme w, forment donc une base de A,,. O
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6.1.5 Fonctions de Schur
On commence d’abord par quelques généralités sur les polynémes antisymétriques.

Définition On appelle polynéme antisymétrigue P a coefficients entiers et a n indéterminées tout polynéme de
Z[ X1, ..., X,] vérifiant :

Vo € Gn,P(Xa(l)y ~-~Xa(n)) = E(O')P(X1, ...,Xn),

otu € défigne le morphisme signature.

Proposition 24 P est antisymétrique si et seulement si

V’L'<‘].7P()(17...,)(i,...,)(j,...,)(n):—P()(]_7...7 X] . X; 7~--7Xn)-
i®me place jeme place
Démonstration — Supposons P antisymétrique.
Alors en appliquant la définition pour o = (i j), on a 1’égalité voulue.
— Inversement, supposons que P vérifie Vi < j, P(X1, ..., Xi, ., Xj, o0y Xn) = =P(X1, ..., X5 ., Xi . Xn).
igme place jéme place

On se donne une permutation o € &,. Celle-ci se décompose en produit de transpositions et on a €(o) = (=1)", ott N
désigne le nombre de transpositions dans la décomposition de o choisie.

En appliquant '’hypothése & chaque transposition intervenant dans la décomposition, on obtient P(Xy(1,...Xom)) =
€(o)P(X1, ..., Xy). Ainsi P est antisymétrique. O

A toute composition (n-uplet constitué d’entiers positifs ou nuls) p = (u1,..., ptn), on associe le polyndme
a, = Z E(J)XU(“).
ceS,

Proposition 25 a, = det (sz)gi,jgn' En particulier, a, est un polynéme antisymétrique, nul si 1 a deuzs parts
égales, et changé en son opposé si l’on permute deux parts.

Démonstration On a

det (X?j)1<i,j<n = Z e(o) H X7 (formule pour exprimer le déterminant)
o oeGy =1
= Z (o) X7 car o(p) = (fo(1)--Mo(n))
oG,

La proposition montre qu’on peut se restreindre aux partitions strictement décroissantes, celles-ci s’écrivant
A+ d, ol A est encore une partition et 6 = (n — 1,n — 2,...,1,0) la plus petite partition strictement décroissante &
n parts.

Proposition 26 1. Le polynome V = H(Xi — X)) est antisymétrique et est égal d as.
i<j
2. 'V divise tout polynome antisymétrique.

Démonstration 1. Il s’agit en fait de constater que V est égal & det(X" —7 Ji<ij<n; V est un déterminant de Vander-
monde.

2. Prenons P polynéme antisymétrique. Puisque les X; — X, ¢ < j sont irréductibles et deux a deux premiers entre eux
dans l'anneau factoriel Z[ X4, ..., X,], il suffit de montrer que pour tous i < j, X; — X; divise P. On le montre pour
i =1et 5 =2, les autres cas étant analogues.
Réalisons la division euclidienne de P par X1 — X dans 'anneau de polynémes Z[Xa, ..., X»][X1] (possible car X1 — X»
a pour coefficient dominant 1 qui est inversible).
Ainsi, il existe un unique couple (Q, R) € (Z[Xa, ..., X»][X1])? tel que P = Q(X1—X2)+R, avec deg R < deg(X1—X2) =
1. Alors R € Z[ X2, ..., X»].
Mais alors en substituant X2 & X; dans I’égalité

P(Xl, ,Xn) = Q(,le7 ...,Xn)(Xl - XQ) + R(XQ, ...,Xn),

il vient, comme P est antisymétrique, R = 0. Ainsi X1 — X divise P. g
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a
Par conséquent, les fonctions de Schur, définies pour toute partition A de longueur £(\) < n par sy = M,
as

sont des polyndmes symétriques et on a aussi la proposition suivante :

Proposition 27 La multiplication par le polynome V = ags définit une bijection U de l’ensemble des polynémes
symétriques sur l’ensemble des polynomes antisymétriques.

Démonstration W est bien définie car la multiplication d’un polyndéme symétrique par un polynéme antisymétrique fournit
un polynéme antisymétrique.
La bijectivité de ¥ est une conséquence de la proposition précédente. O

Les ayys, lorsque A décrit ’ensemble des partitions de longueur inférieure ou égale a n, forment une base du
Z-module des polynomes antisymétriques.
1l en résulte aussitdt, au vu de la proposition précédente, que {sx|¢(A) < n} est une base de A, au sens ou tout
polynéme de A,, s’écrit comme une combinaison linéaire de sy pour £(A) < n.

Remarque : On connait des fonctions de Schur particulieres.
En effet, les fonctions symétriques complétes sont des fonctions de Schur : Vk € [0,n], hi = s.
Les fonctions symétriques élémentaires en sont aussi : Vk € [0, n], e, = sy1x1 ol 1% désigne la partition de poids k
dont les parts non nulles valent 1; de maniére plus explicite, 1/¥ = (1,1,...,1,0,...,0).
——

k fois

6.1.6 Formules de Pieri

Pour toute partition A et k¥ € N, on note A ® k I’ensemble des partitions obtenues en ajoutant k cases a A dont
au plus une par colonne.

[ ]

Exemple : avec A = (4,2,2,1) et k = 3. On part du diagramme . Alors les partitions a n = 4 parts de

A ® k correspondent aux tableaux suivants :

[ [ * [ * [ *] [ * [ * ] [ [ [*] * |
* * | X

*

[ * ]

, et , ou les cases contenant le symbole % sont celles que 'on a ajoutées.

* *

De méme, on note A ® 1¥ Pensemble des partitions obtenues en ajoutant k£ cases a A dont au plus une par
ligne. En reprenant I'exemple précédent, 'ensemble (4,2,2,1) @ 1B serait formé de :

| x| | x| \
* * *
* ) et *

* *

Proposition 28 (Formules de Pieri) syex = Z s, et sxhy = Z Sy
HEAR1IF] HEARK
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Démonstration Calculons

art+s€r = Z 6(0’)XU</\+6) Z Xy .. X,

gEG, 1<ip<...<ip<n
o(A 48
= D |@XT N Xy Xog
oeG, 1<i1<...<ip<n

= Z Z E(U)X”O“"‘s"’a(il ..... i)

ce6, 1<i1<... <, <n

= E AXtotagiy, iy

1<i1 <. <ip<n

= E AX+5+a

ae{0,1}m
lorl=k

1 sije{it,...,ix}
0 sinon '

Or, par définition de 0 et comme ax+s54+q €st antisymétrique, on a axts+a 7 0 <= X + a est une partition. Autrement
dit, sx+a # 0 si et seulement si A + « est une partition ; la somme porte donc sur ’ensemble des partitions obtenues en
ajoutant 1 dans k composantes de la partition A. Ainsi, la somme porte sur A +a € A ® 1Mkl
Il résulte donc en divisant 1’égalité par as :

Saek = E Shta = g Su-

ac{0,1}" PEAR1IK]
la|=k

oll on a noté par o, ... ;) la composition (o, ..., an) olt a; = {

De méme, on a

axyshry = E Axt6ta
aENn
lal=k
= E Ax+5+a T E Ax+5+a
aENn aENn
a+AEARE At AZARK

Or,sia+A ¢ A®k,Ji€[1,n], A +1 < Xig1 + air1. En effet,
— si A+ « n’est pas une partition, alors 3i, \; + a; < Ait1 + aiy1, avec a; > 0. L’inégalité stricte devient large comme
écrite précédemment parce qu’on a affaire & des entiers.
— si A+ « est une partition, alors il existe un indice 7 tel que dans la colonne A; + 1 du tableau de Ferrers, il y ait au
moins deux cases ajoutées, précisément aux lignes i et 7 + 1.
On choisit 'indice ¢ maximum vérifiant cette inégalité et on définit alors le n-uplet 3 par

ai+1—()\,‘+1—>\i+1) Sij:i
VJG[[l,n]],ﬂj: Ozz+(A7,+1f)\z+1) Sl]:Z+1

a; sinon

L’application o« — [ définit une involution de l'ensemble {a|a + A ¢ A ® k} sur lui-méme et, de plus, on a la relation

Ax+a+s = —OX+B+5-
Les termes de la deuxieme somme du dernier calcul s’annulent donc deux a deux. La formule annoncée dans la proposition
en découle. g

Exemple : Il découle des formules de Pieri et de ’exemple précédent que, pour n = 4,
S2.21)hs = S(7221) t 86,222 t 56,321+ S54,21) + 55,322 + S4,4,2.2)-

Application : décomposition sur les fonctions de Schur Le but de ce paragraphe est de voir comment il
est possible de décomposer les monoémes en les fonctions symétriques élémentaires et completes sur les fonctions de
Schur.

On introduit pour cela la notion de tableaux semistandard et standard.
On sait qu’a toute partition A est associé un diagramme de Ferrers. Les formules de Pieri s’interprétent de la maniere
suivante : pour calculer les produits syex (ou syhg), on ajoute des bandes verticales (respectivement horizontales).

Définition On appelle tableau semistandard (ou de Young) T la donnée d’un diagramme de Ferrers rempli par des
entiers naturels de maniére croissante dans les lignes et strictement croissante dans les colonnes.
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La forme A(T) du tableau T est celle du diagramme de Ferrers associé d la partition \.
Le poids pn(T') de T est la suite constituée des nombres d’apparition dans T des entiers naturels successifs. Autrement
dit, pour u(T); est le nombre d’entiers égauz d i.

Un tableau semistandard numéroté par les entiers successifs, chacun n’apparaissant qu’une seule fois, c’est-a-dire
de poids (1,...,1) est dit standard.

1[1[1]3]4]
2|2
Exemple : Le tableau semistandard | 3 | 4 est de forme la partition (5,2,2,1,1) et de poids
4
&
(3,2,2,3,1).
1 [2[3][7]8]
4 15
Le tableau standard suivant, de poids (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1), est de méme forme : | 6 | 10
9
11

Evidemment, on comprend qu’il n’existe pas un seul tableau semistandard ou standard de forme et poids donnés.
En outre, le tableau semistandard suivant est associé a la méme partition A et a le méme poids que le tableau
1[1]1]2]4]
213
semistandard précédent. | 3 | 4
4

]

Définition On appelle nombre de Kostka et on note Ky, le nombre de tableaux semistandards de forme A et de
poids (.

Remarquons que pour toute partition A, K » = 1. En effet, on montre qu'un tableau semistandard T de forme
A et de poids A est uniquement déterminé : on suppose A = (A, ..., A\,) avec A; > ... > A,.
Par définition du poids, il y a \; entiers égaux a i. La premiere ligne de T" est constituée de A1 éléments (car T est
de forme A). Si cette ligne ne contenait pas tous les entiers égaux & 1, il y aurait au moins un entier égal & 1 qui se
trouverait dans une ligne en-dessous de la premieére; cela contredirait la définition d’un tableau semistandard.
Ainsi, tous les 1 sont situés sur la premieére ligne. De plus, comme il y a exactement A; entiers égaux a 1 a placer
(par définition du poids), la premiere ligne de T' ne contient que des 1.
On montre alors par le méme raisonnement que la deuxiéme ligne est exactement constituée des Ay entiers égaux a
2. De proche en proche, on montre donc que la ligne ¢ du tableau T contient les \; entiers égaux a i.
On voit donc que le tableau T est uniquement déterminé.

De plus, on s’apercoit du fait que Ky , > 0 si et seulement si pp < \.

La proposition suivante permet de décomposer les mondmes en les fonctions symétriques complétes et élémentaires
sur les fonctions de Schur.

Proposition 29 Pour toute partition u, on a h, = ZK)\,MS)\ et e, = ZK)\’MS)\*.
A A

Démonstration On ne traitera que le cas des hy.
On raisonne par récurrence sur la longueur de .
Si u = (k), hy = hi = si. De plus, un tableau semistandard de poids (k) ne peut étre formé qu’en disposant k cases sur une
seule ligne, comprenant chacune un 1; la partition associée est alors aussi (k). Donc Ky 5y =1 si A =k et 0 sinon.
Ainsi ZKA‘<IC)5>‘ = K(k),(k)Sk = Sk = hy.
A
Supposons le résultat établi pour les partitions de longueur inférieure ou égale & n — 1. Prenons p = (pu1, ..., n) une partition
de longueur n et notons p’ la partition (p1, ..., ftn—1)
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On a

A X tel que
XEN @un

- g K)\,,us)u
A

le passage de la pénultieme ligne & la derniére ligne provenant du fait qu’il est possible de construire un tableau
semistandard de proche en proche, en rajoutant & la k*™° étape py, entiers égaux a k, dont au plus un par colonne.
A un tableau semistandard donné correspond donc une suite de tableaux semistandards obtenue de cette maniere
et réciproquement, une telle suite détermine un certain tableau semistandard. (On a donc une bijection entre ’en-
semble des tableaux semistandards de forme A = (A1, ..., \,,) et de poids u = (p1, ..., ttr,) €t Uensemble des tableaux
obtenus & partir de tableaux semistandards de poids p' = (1, ..., ftn—1) auxquels on a rajouté pu, entiers égaux a n
formant un tableau de forme \.)

Note : La proposition précédente est encore valable pour les compositions.

Puisqu’a une composition u, on avait associé un mondéme X*, un tableau semistandard de poids u = (u1, ..., pg)
contient la donnée d’'un monéme X* = X{" ... X",

6.1.7 Correspondance de Robinson-Schensted-Knuth et applications

Dans ce paragraphe, on définit la correspondance de Knuth qui nous sera tres pratique dans la suite.

Principe de la correspondance de Knuth La correspondance de Knuth consiste en une bijection entre ma-
trices presque nulles & coeflicients entiers positifs et paires de tableaux semistandards de méme forme.

Il s’agit de prouver l'existence d’une telle bijection ; la démonstration donne en plus une méthode systématique
pour passer d’une matrice A décrite ci-dessus & une paire de tableaux semistandards (T, S) et vice-versa.

Partons d’une matrice A que I'on peut supposer de taille n x n. On note a; ; ses coeflicients.
On associe a la matrice A un bimot (ou table a deux lignes)

TR P
A < .71 .72 e ]m >

i
— pour chaque paire d’indices (¢, j) de la matrice A, il y a a; ; colonnes égales a < )
J

tel que

i
— les colonnes de type < ) sont ordonnées selon l'ordre lexicographique suivant :
J

11 <1< <13 N . ;
? - 2 - . . . On dit que la premiere ligne est ordonée de fagon croissante et la
si i, = 1ig avec T < s, alors j,. < js.

deuxieme ligne de fagon compatible avec la premiere.
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A partir de ce bimot, on applique I'algorithme ci-apres, dit d’insertion de Schensted, qui produit une suite de m
paires de tableaux (T}, Q) (k € [1,m]), ol les T}, sont des tableaux semistandards et les @, des tableaux standards.
Plus précisément, T' := T,,, sera formé de m cases qui contiennent chacune un élément ji, k € [1, m] (un élément de
la seconde ligne du bimot) tandis que @ := @,,, contenant m cases numérotées de 1 & m, va enregistrer les formes
successives obtenues lors de la construction de 7.

1. L’algorithme commence avec un tableau vide. On convient alors que T est le tableau réduit a une seule case
contenant I'entier positif j;. Le deuxieme tableau () est réduit & une seule case contenant 1.

2. On suppose avoir construit les paires de tableaux (71, Q1),...(Tk, Q) pour un certain k < m; les tableaux
T;,1 <1 < k étant semistandards constitués de cases contenant les ji, ..., j;. On construit alors Ty & partir
de Ty, et de 'entier jiy1 de la maniére qui suit. On considére d’abord la premiere ligne de Tj.

— Si n’y figurent que des entiers inférieurs ou égaux a jx41, on place une nouvelle case contenant jiy1 a la
droite de cette ligne et on s’en tient la : Ty est construit.

— Sinon, on considere la case de cette premiere ligne de T}, située le plus a gauche parmi celles qui sont
numérotées d’entiers strictement supérieurs a ji41. On y fait alors figurer 'entier jx41 a la place de 'entier
p qui s’y trouve puis on passe a la ligne suivante avec cet entier p.

On réeffectue 'opération avec l'entier p, jusqu’a ce que le procédé s’arréte (il s’arréte bien puisque le nombre

de lignes de T}, est fini). On obtient ainsi un nouveau tableau Tj11 qui est semistandard par construction.

Notons que la forme de Ty est celle de T}, adjointe d’une nouvelle case.

Le tableau Q41 est alors obtenu a partir de Q en rajoutant une case numérotée par 'entier k+ 1 exactement

a Pendroit qui a permis de passer de la forme de T} a la forme de Ty41. Il est clair que le tableau Qg1 est

standard.

3. L’algorithme s’arréte une fois que la paire (7}, Q) a été construite. On pose alors T :=T,, et Q := Qp,.

Enfin, on transforme @ en un tableau semistandard S en remplacant chaque entrée h de @ par la hi®™° entrée
de la premiere ligne de w 4.
En quelque sorte, T' est obtenu a partir de la deuxiéme ligne et S est obtenu a partir de la premiére ligne de wa4.
De plus, le nombre de coefficients de T' égaux a j est par construction égal a la somme des coefficients appartenant
a la j°™ colonne de la matrice A de départ. Le nombre de coefficients de @) égaux & i correspond & la somme des
coefficients appartenant & la i°™° ligne de A.

On illustre a présent ce procédé de passage de matrice a paire de tableaux semistandards.
1 0 2

Partons par exemple de la matrice A = | 0 2 . On forme le bimot w, associé "en balayant A ligne apres
1 1

0
0
i
ligne, de gauche a droite et en insérant a, ; fois < > ": on obtient :
J

/(1112233
Wwa=\{1 33221 2)"
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Construisons a présent la suite de paires de tableaux (7%, Q).

%) %]
Y I
7 =[1] Qi =[1]
y I
T,=[1]3] Q=[1]2]
[ I
n,-[1[3]3]  Q=[1[2]3]
J I
n-[I23] o[22
1 | I |
(17272 17273
=573 @ =715
[ I
1[1]2] 1727]3]
Te=| 23 Qs=|415
3] G
J I
1[1]2]2] 1[2]3]7]
T=[213 Q=415
3 6
I[1]2]2] IJ1[1[3]
Finalement, on obtient T =| 2 | 3 et S=|2]2 .
3 3

Réciproquement, si on se donne deux tableaux semistandards T et S de méme forme, on va pouvoir construire
une matrice a coefficients entiers positifs A.

Considérons de tels T et S. Notons I le nombre de cases de T' (c’est aussi le nombre de cases de S). Soit s; la plus
grande entrée de S.

On supprime parmi les cases numérotées par U'entier s; celle qui se trouve la plus & droite (il y en a bien une seule qui
se trouve la plus & droite car un tableau semistandard doit étre par définition rempli de fagon strictement croissante
dans les colonnes).

On chasse la case correspondante (c’est-a-dire située "au méme endroit") de T par le procédé inverse de 'insertion
de Schensted ; cela prive le tableau T d’un entier noté ;.

En itérant ce procédé, on obtient deux suites d’entiers : s = (s1,...,8;) et t = (t1,...,t;) avec s1 < ... < sp et t < tri1
Sl S = Sk+1-

On est ainsi en possession de couples (s;,t;), ¢ € [1,1] formant un bimot, donc on peut former ainsi une matrice
!

A = ZESi,ti ou E,, , est la matrice dont toutes les composantes sont nulles sauf celle de la ligne m et de la
i=1
colonne n qui vaut 1.
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11111 \ 4 \ 11112 \ 3 \
. L 1a s . 2 212
A nouveau, illustrons ce procédé a partir de 7' = 31 et S = 31
4 4
On a sg = 4. Il vient de proche en proche :
Suite de transformations de T Elément supprimé | Suite de transformations de Q Elément supprimé
11112 \ 4 ‘ 11112 \ 3 ‘
214 212
3 f,g =1 | i Sg9 = 4
i 3
\ | \
1[2]2]4] 1[1]2]3]
3 4 tg =1 | 2 2 Sg — 4
! El
\ | \
1]2]2] 1[1]2]
3 4 t7 =4 | 2 2 ST = 3
4 3
. | .
I | \
=1 =2
. | J
h=1 =1
\ | \
%] tl =4 %] S1 = 1

Au final, on obtient s = (1,1,2,2,2,3,3,4,4) et t = (4,4,1,2,3,2,4,1,1). Le bimot <j> fournit alors la matrice

0 0 0 2
1 110
A= 01 01
2 000

Application de la correspondance de Knuth : nouvelle expression des fonctions de Schur

THEOREME 6.2 (DE LITTLEWOOD) —
Pour toute partition \, on a sy = Z XHT) oy désigne l’ensemble des tableauzr semistandards de forme \.
TeI

Démonstration On note t) := Z XD, On va démontrer que sy = tx en écrivant les décompositions de h, (pour une
TeTy
partition donnée p = (1, ..., m)) sur les tx et les sx.

hy = P,

X

im,1e

X

tm,pm

= Xiy X
1<iy 1 <.. <11 Hl<n 1<im 1< Sm, pg SN

= Xiyq o X X X;

U,y e m, 1 m

1<zm1< S g, SN

a1,1+ “Am 1 ai,nt...+am,n
X! X
(ag,1)1<k<m
1<i<n

)
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n
oll on a noté par (ax,) une matrice de taille m x n telle que Vk € [1,m], ZakJ = L.
j=1
Or, via la correspondance de Knuth, ces sommes des composantes de (ag,) correspondent aux composantes du poids d’un
tableau semistandard @ tandis que les sommes des composantes de (ax,;) sur les colonnes correspondent au poids d’'un

tableau semistandard T. De fagon plus explicite, pour chaque matrice (ax,), il existe une unique paire {T', @} de tableaux
m m

n n
semistandards tels que u(T) = Zai’l’ Za@n et u(Q)=p= Z anj, ... Zam’j
j=1 j=1

=1 =1

h, = Z X T

T et Q semistandards
ta AMQ)=X(T) et n(Q)=n

ZKNH Z XM(T)
A

Te T,

ZKW“'
A

Or, on avait déja d’apres la proposition 29 que h, = Z K usx.
A
On observe donc que h, a méme développement sur les sx et les ¢.
Finalement, comme le développement des h, sur les fonctions de Schur est inversible puisque (hu). et (sa)x forment des
bases de A, il résulte que sy = ty. a

Ainsi, il vient :

Autre application de Knuth : la formule de Cauchy On considére dans ce paragraphe {Xi,...,X,} et
{Y1,...,Y,} deux ensembles de variables indépendantes.

Proposition 30 (Formule de Cauchy) H(l - X;Y;) = Z sx(X)sa(Y).

,J A avec £(XN)<n

[Ja-xv)= = JI> v

,J i,j k20

> [Texvym

(ai,j)EM i,j

> [[xry.

(ai,j)EA i)

Démonstration

ol ./ désigne I’ensemble des matrices & coefficients entiers possédant au plus n lignes et n colonnes (car i et j sont des
indices portés par les éléments des ensembles { X1, ..., X»} et {Y1,...,Yn} de cardinal n).

A chaque matrice (a;,;) € ., on peut donc associer via la correspondance de Knuth une paire T, @ de tableaux semistandards
de méme forme et de poids donnés par les sommes des coefficients sur les lignes et sur les colonnes. Ainsi, il vient :

H(l 7XiY—j)71 _ Z HX;:J a;j HY]Z”I”

2% (ag,j)EM i j
- Y xrOye@
AMT)=X(Q)
= Z Z xHT) Y (@)
A avec L(N)<nT,QE Ty

_ Z Z X H(T) Z yHQ)

X avec £L(A)<n \Te€ZT) QETy

= ) s@s(),

A avec £(A)<n

la derniere égalité venant du théoreme de Littlewood. g

6.1.8 Les sommes de Newton

n
Définition On définit les sommes de Newton (ou encore de puissances) de n variables par Yk > 0,p, = E:XZC et
i=1

pour k =0,p; = 1.

45



Il est clair que les py, sont des fonctions symétriques et comme d’habitude, on notera py = pa,...px,, pour toute
partition A = (A1, ...; A ).

On veut établir des relations liant les sommes de Newton aux fonctions symétriques élémentaires et compléetes.

On travaille pour cela avec la série formelle génératrice P(t Z pry1t®, élément de Z[X1, ..., X,][[t]].
k>0
H'(t E'(t
Proposition 31 P(t) = H((t)) et P(—t) = E((t))’ ou H(t) et E(t) étaient définies au lemme 6.

Démonstration De maniere formelle,
1 = —
nH@) = (H (1—tX;) )
i=1
= - Zln (1—tX;)

i=1 k>1

- z%ixf

k>1 i=1

:ZM

k>1
k41
k>0

Donc par dérivation formelle par rapport a t,

H'(t)
H(t)
E(t)H(—t) = 1 démontrée au lemme 6. Car alors par dérivation selon t, il vient E'(¢t)H(—t) — E(t)H'(—t) = 0; le ré-
sultat en découle aussitot. O

Pour montrer la seconde égalité, on peut refaire le méme calcul avec E(t) ou bien utiliser

= P(t) et 1'égalité

Ces identités conduisent aux formules de Newton suivantes.
Proposition 32 Pour tout k >0, on a (k+ 1)hgy1 = Z pjt1hi et (k+ 1)egs1 = Z (71)j71p‘7’+1€i.
i+j=k i+j=k

Démonstration On choisit de ne démontrer que la premiere égalité, la démonstration de la deuxiéme égalité étant analogue.
H'(t)
H(t)

On part de légalité P(t) = de la proposition précédente. Cela donne tout de suite

Z(k + 1)hk+1tk

tk _ k>0
k%:opkﬂ Z hit®

k>0
D’ou : _
Z Zpk+1hitk+z = Z(k + 1)hk+1tk.
k>0 i>0 k>0
Autrement dit,
> ( > pk*l’“) o= St Ot
j=0 \it+k=j k>0
Ainsi pour tout k > 0,
Z pi+1hi = (k + 1)heya.
i+ji=k
en identifiant terme a terme les coefficients des séries formelles en t. O
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On pose a présent pour toute partition A,

Z\ = Himi(’\)mi()\)! e N,

ot m;(A) désigne le nombre de composantes de A égales a l'entier i. Les formules de Newton s’inversent de la maniére
suivante.

iti - 2 - —1)PH) P2
Proposition 33 hy = }_:k o et ey, = l)\z_:k( 1) o

Démonstration On utilise 14 encore les séries formelles génératrices H(t) et E(t).

ik
D’apreés la démonstration de la proposition 31, H(t) = exp Z p’;{
k>1

Ainsi,

oo mkm

_ Drt
O | D
k>1m=0

I % (piiti>.

(m;); ENN" i€N*

> Hl_([ﬂfm ) t*

11 résulte

Z hit®

k>0 k>0 (mi);en* ta 27 i.m;=k
— § Pr ) yn
ZX
k>0 \ |\=k

La premiere formule de la proposition en découle en identifiant terme & terme.

k-1

De méme, en utilisant F(t) = H(—t)™' = exp Zpk(% , on établit la seconde formule. O
E>1

Proposition 34 Les fonctions py lorsque A décrit l’ensemble des partitions dont toutes les parts sont de longueur

inférieure ou égale a n forment une base du Q-espace vectoriel A,, ®z Q.

Démonstration Les formules de Newton liant les fonctions symétriques complétes aux sommes de puissances, écrites pour
k allant de 0 & n — 1 conduisent au systéme suivant :

-1 0 () h1 —p1
P1 —2 0

P2 p1 -3

. .0 : :
Pn—1 Pn—2 e P1 —n hn —Pn

Ce systeme étant de Cramer, on peut exprimer pour tout k& > 1 hi comme le produit de % et d’un polynoéme a coefficients
entiers en les sommes de puissances p;, pour 1 < i < k. '

Autrement dit, Vk € [1,n],3P, € Q[X1,..., Xn],ht = Pr(p1,...,pn). Puisque les hi forment une base algébrique de A,
(tout polynéme de A, s'écrit comme polynéme & coefficients entiers en les hy), on voit ainsi que les py forment un systéme
générateur de A, ®z Q.

La liberté de la famille des (pa), lorsque A décrit I'ensemble des partitions dont toutes les parts sont inférieures ou égales
N

a n, se montre en écrivant une combinaison Q-linéaire nulle d’un nombre fini de tels px (disons E gipx; = 0 ou les

i=1
N

i désignent ici des partitions et les g; des rationnels), puis en raisonnant comme suit. On regarde E @ipx; commme

i=1
N

un élément de Q[X1, ..., X;,—1][Xn]; grace & un argument de degré (en X,), cela donne degx, Z%‘Ihi + 1 nouvelles
=1

équations (éventuellement 0 = 0), ne faisant intervenir plus que X1, ..., Xn—1. On poursuit en considérant ces égalités dans
Q[X1, ..., Xn—2][Xn—-1], etc. Finalement, on obtient que tous les ¢; valent 0.
D’ou le résultat. g
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On termine ce paragraphe par la formule suivante.

oy — X)p,\(Y)
Proposition 35 1—- X, 7)) ' = XA ()
p [T -y =3 2

2%

Démonstration On part de H(l — X;Y;) "' =exp < Z In(1 — X2Y])> . Le reste de la démonstration fait intervenir le
i, 0]
méme type d’enchainements que les calculs de la proposition 33. O

6.1.9 Construction de ’anneau des fonctions symétriques

Dans ce paragraphe, on veut construire un anneau de fonctions symétriques en un nombre infini (dénombrable)
d’indéterminées ; cela permettra notamment de ne plus se limiter a des partitions de longueur finie.
On note A¥ I’ensemble constitué du polynéme nul et des polyndmes symétriques de n variables homogeénes de degré
k a coeflicients entiers.
Pour tout n < m, n,m € N, on consideére les applications de restriction suivantes :

ko AR Ak
P(X1,., Xpy s Xm) +—> P(X1, ..., Xn,0,...,0)
k

On convient Vn € N, T7kz,n = Idk. Il est clair que Vn <m <p, Tﬁ,m 0Ty p = rﬁﬁp.

On est donc en la possession d'un systéme projectif (AX, 7% Y, en.

ny'n,m

Définition On définit A¥ := {(P))ien|Vn < m, 1nm(Pm) = Pa} C [ A%
neN

Proposition 36 Muni de l’ensemble des projections 1, : A¥ — AX | Iensemble A* est la limite projective des AX.
De plus, en tant que limite projective de Z-modules, A* est aussi un Z-module.

Démonstration D’une part, Vn < m, ¥ = 7nm © ¥m.

D’autre part, la propriété universelle suivante est satisfaite.

Pour tout ensemble Q et toute famille d’applications (w, : Q — Aﬁ)neN telle que Vn < m,wyn = Tn,m © wWm, il existe une
unique application w : Q — A¥ telle que ¥n € N, wy, = hn 0 w.

En effet, si les hypothéses de cette propriété universelle sont satifaites, on pose

w: 0 = AF
T —> (wn(x))neN.

Cette application est bien définie et Vn € N,Va € Q, ¢, o w(x) = wn(z).

Siw' : Q — AF vérifie aussi Vn, ¥, 0w’ = wn, alors Vn, ¢, (w —w') = 0. Siz € Q, (w— ) (z) = (z0,T1, ..., Tn, ...).

Cela implique Vn, x,, = ¥, ((w — w')(x)) = 0 puis (w — w')(z) = 0 et enfin w = w'.

D’olt on a bien A* = I&nAZ a

Remarque : Plus concrétement, on peut donc voir A¥ comme I’ensemble constitué de 0 et des séries formelles en
une famille dénombrable d’indéterminées X1, Xo, ..., X,, ..., symétriques et homogenes de degré k.

Remarque : Si A partition de poids [A| = k, 7 1(sx) = sx si £(A) < n et rk, . (sx) = 0 sinon. Cela se voit
par exemple sur la formule de définition des sy avec les déterminants.

En particulier, pour n > k, on a £(\) < [\| = k < n, donc r} . est une bijection.

La limite projective A¥ admet donc pour base une famille de polynémes que I'on notera encore sy, indexée par
'ensemble fini des partitions A de poids k. Ces éléments se spécialisent dans A% sur les fonctions de Schur de n
variables.

Définition On définit le Z-module des fonctions symétriques en une famille dénombrable d’indéterminées par la

somme directe de Z-modules A := @ AF.
k>0

Proposition 37 L’ensemble A des fonctions symétriques en une famille dénombrable de variables admet une struc-
ture d’anneau gradué.
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Démonstration La multiplication interne dans A est simplement le prolongement de la multiplication interne dans les
anneaux de polyndémes en un nombre fini d’indéterminées. Les propriétés d’associativité et de distributivité découlent aussi
du cas d’un nombre fini de variables. L’élément unité est encore 1 (€ A°). Cela fait de A un anneau.

La structure d’anneau gradué vient de la décomposition en somme directe de Z-modules et de ceci que Vk, 1 € N, A*- Al ¢ AR
par définition des A*. a

Remarque : Les propriétés démontrées dans A,, sont valables dans A. Par exemple, {e)|\ partition} est une
base de A, au sens ou tout élément de A s’écrit comme un polynoéme en les e; ou k € N. De méme que w, est un
automorphisme involutif de A,, on a un automorphisme involutif w de A échangeant e et hy pour tout k. On a
aussi w(py) = (—1)**1p, et comme conséquence de la proposition 29 w(sy) = sx«.

6.1.10 Produit scalaire sur ’anneau des fonctions symétriques A

On définit un produit scalaire (,) sur A en décrétant que les fonctions de Schur sy, ou A désigne une partition
quelconque, sont orthonormales pour ce produit scalaire. Cela a bien un sens puisque les fonctions de Schur s)
forment une base de A.

On établit maintenant des relations reliant différentes bases de A via ce produit scalaire.
On commence par le lemme suivant.

Lemme 7 Si (ax)x et (by)x sont deuzx familles de fonctions symélriques homogénes de degré || indexées par les

partitions et telles que H(l - X;Y) = ZaA(X)b)\(Y), alors elles forment des bases de A, duales relativement
ij A

au produit scalaire considéré.

Démonstration Puisque les a, et b, sont des fonctions symétriques, elles se décomposent sur les fonctions de Schur.
Autrement dit,

YV partition, (ax,u)x et (Bx,u)x suites presques nulles telles que a, = Z ax,pusx et by = Z Bxr uSar-
A Y
La formule de Cauchy du paragraphe 6.1.8 montre que I’hypothése devient
Do X)s ) =D au(X)bu(v),
A K

soit encore avec les décompositions précédentes

ZS)\(X)S)\(Y):Z Zax,w@’x,u sa(X)sn (Y).

A AN

Puisque les sy forment une base de A, 'ensemble des produits sx(X)sy/ (Y') forment une famille libre.
Il est donc immédiat au vu de la relation obtenue que

E ax ufBr iy = Gxn-
I

Les matrices A := (ax,u) et B := (8,,x), que l'on peut supposer carrées®, sont telles que AB = Id, donc BA = Id aussi.
Ainsi,
(ausb) = Y anuBawlsn sn)

AN

= Zax,uﬁx,u
A

Z/BA,VQ)\,;L
A

= Ouu-

Cela montre la dualité des deux bases. O

Proposition 38 Les familles de fonctions symétriques complétes et monomiales sont duales pour (,).

5. En effet, on a en quelque sorte "stabilisé" la situation en considérant A et non plus seulement A, dans la mesure ou les longueurs
des partitions A peuvent étre arbitrairement grandes.
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Démonstration On remarque que

[Ta-xv™ = ] (H(l—xm—1>
i j i
= H (Z hi (X)Yf) d’apres la démonstration du lemme 6
§>1 \k>0

= > By (X) Py (X).cohig, (X)) Y Y2y

A partition

Comme, de plus, les my et les hy sont des fonctions symétriques homogenes de degré |A|, le lemme précédent montre que
(hx, mp) = 05, O

Remarque : Le produit scalaire que nous avons défini s’étend bien évidemment & ’espace des fonctions symé-
triques a coefficients rationnels A ® Q. Cela permet d’avoir le résultat suivant.

Proposition 39 Les sommes de Newton constituent une base orthogonale de A ® Q.
Plus précisément, (px,pu) = 220z u-

Démonstration Cela repose notamment sur I'identité H(l - X5Y;)” , démontrée a la proposition 35.

1 Z PA(X)paA(Y)
ZX
iJ A
On applique alors le lemme 7 aux familles <&> et (pa)r (dont les éléments, appartenant & A ® Q, sont symétriques
FSVN

homogenes de degré |A|). Le lemme est en effet encore valable pour A ® Q. Cela donne : <&7Pu> = dx,, puis le résultat en
E2N

multipliant les deux cotés de I’égalité par zy.

6.2 Détermination des caracteres du groupe symétrique

On rappelle qu'une représentation est caractérisée par son caractére et que 1’étude d’une représentation de
dimension finie se ramene a I’étude de ses représentations irréductibles.

6.2.1 L’anneau des caractéres

Pour n > 1, on note R" le Z-module engendré par les caracteéres irréductibles du groupe symétrique &,,. On
pose aussi R? := Z.1 ou 1 désigne I'application constante égale & 1.

On considere a présent la somme directe de Z-modules R := @ R™.
n>0
R est muni d’une structure d’anneau gradué commutatif de la maniere suivante :
Si x, et x, sont les caracteéres de représentations p et p’ de &,, et G,,, respectivement, leur produit est défini comme
le caractere de la représentation de &,,1,, induite par la représentation produit p ® p’ du sous groupe &,, x &,, de

G+m- En symboles, cela donne :

G’Vl m
Xp " Xp' = Indeniem(Xp ® Xp')-

La propriété de graduation est évidente. La seule propriété non triviale ici pour obtenir un anneau est le fait
que la multiplication - est une loi associative.

Or, par définition des R", il suffit de montrer ’associativité pour trois caracteres x,, X, et x,~ appartenant res-
pectivement a R™, R™ et RP.

50



On a:

(Xp Xpr) " Xpr = (Indg:ii"’g" (Xp ®pr)) “ Xp'
dgy Ve, (A, (v ® X)) @ x)
= dgr s, (Mg s, (6 ® X)) ® dg? () )
= Indg::;%p Indg:i%xﬁ%p ((Xp ® Xpr) ® xpu)) (proposition 22)
Indg:;"gfxep ((xp ® Xp) ® xp) (transitivité de 'induction)
= Indg:;’gfxgp (Xp ® Xpr ® Xp7) (associativité du produit tensoriel)

En faisant des calculs strictement analogues, on montrerait aussi que :

Smtn+p

Xp - (Xp + Xpr) = Indg" 87 v, (Xp ® Xpr @ Xpr1) -

Cela prouve ’associativité de -.

L’anneau gradué R ainsi construit est appelé anneau des caractéres. On ne le confondra pas avec I'anneau des
caractéres que 'on peut définir sur chaque groupe.

Chaque R"™ est muni d’un produit scalaire hermitien noté (,)s, et défini comme de maniére générale pour un
groupe compact G quelconque. Comme le groupe symétrique &,, est fini, l'intégrale devient simplement une somme
finie :

(6,008, = = 3 Blo)iloT).

' oeG,

On munit R du produit scalaire (,)r induit par les (,)s, en décrétant que les R™ sont deux & deux orthogonaux
pour {,)R.

6.2.2 L’application caractéristique de Frobenius

Puisqu’une permutation o de &,, est déterminée par le type de sa décomposition en produits de cycles disjoints,
on notera dans la suite p,(c) (ou simplement p(c) en I'absence d’ambiguité) la partition de n associée a cette
décomposition de o. Un théoréme garantit que c’est méme la partition associée a toute la classe de conjugaison de
o.

Définition On appelle application caractéristique le morphisme de Z-modules ch : R — AQC défini de la maniére

1
suivante : si ¢ = k.1 € RO ch(¢) =k et si ¢ € R™, avec n > 1,ch(¢) = ] Z #(0)Pp(oy, la somme faisant ainsi
‘oe6,

intervenir les polynomes de Newton.

Proposition 40 Pour n > 1 et ¢ € R"™, ch(¢) = Z ¢)\p—)‘, ot ¢y désigne la valeur prise par ¢ sur la classe de
Z)
[A]=n
conjugaison de &,, définie par la partition X.
Cela a bien un sens puisque d’une part ¢ est une fonction centrale, donc constante sur les classes de conjugaison
et d’autre part, d toute partition de poids n est associée une classe de conjugaison de S, .

Démonstration Soit # un systéme de représentants des classes de conjugaison de &,,. Prenons ¢ € R"™. Puisque la fonction
0 = ¢(0)pp(s) est constante sur les classes de conjugaison de &,,, il découle de la définition que :

h(8) = - 3 10()|0(0)ppio
cER

ot on a noté par |O(c)| le cardinal de la classe de conjugaison de o dans &,.
Comme de plus se donner o € & revient & se donner la partition de poids n associée p(co), il vient :

(o) = 32 19,

n

lpl=n

Ensuite, par propriété des actions de groupe, O(o) est en bijection avec le quotient de &,, par le stabilisateur de o. Or, le
stabilisateur de o correspond exactement au centralisateur C'(c) de o car il s’agit d’une action par conjugaison. Comme de
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plus, &, est fini de cardinal n!, on a I’égalité entre cardinaux

n!
Co) |0()].
Enfin, z, défini au paragraphe 6.1.8 est exactement le cardinal du centralisateur d’'un élément de la classe de conjugaison de
&,, associée a la partition p.
Le résultat en découle alors. d

THEOREME 6.3 —
L’application caractéristique ch définit un isomorphisme isométrique d’anneauzr gradués de l'anneau des caracteres
du groupe symétrique (R, {,)r) sur l'anneau des polynomes symétriques (A, (,)).

Démonstration — Par définition, ch est un morphisme de groupes additifs.

— ch(1g) = 14 aussi par définition.

— Montrons que pour tous ¢, ¢ € R,ch(¢ - 1¢) = ch(d).ch(¢). 11 suffit par définition de R comme somme directe de
montrer I'égalité pour (¢,1) € R™ x R"™, oll m et n sont des entiers naturels. C’est clair si ¢ ou 1 est dans R°. On
suppose donc (¢,1) € R™ x R"™ avec m,n > 1. Le produit ¢ -1 est alors un élément de R™"™.

On a donc par définition : ch(¢ - ) = ﬁ Z (I db::+x'én(¢ ® 1/))) (0)-Pp(o)-

€S mtn
On fixe maintenant (1, ...,zx) € CV et on note encore Dp(o) la fonction polynémiale associée au polynéme de Newton.

On a ainsi ch(¢p - ) (X1, ..., Tmign) = <Ind6:f<%n (¢ ® 1Y), P)&min- OU Von définit

p: 6m+n — C
g — ppm+n(0)(x17"'7x1\’)‘

Appliquons maintenant la formule de réciprocité de Frobenius avec ¢ ®41 (fonction centrale sur S,, x Sy) et p (centrale
sur Gypqn). Il vient :

ch(¢-¥)(x1,...,xNn) = <¢®Tf7pl6mx6n>6mx6n~
- W Y 6@UGWPiorene (@1 TN)
(0,0 ’)eGm XSy
- m'n' Z ¢lo pP(U)pP(U/))(xh“-:-TN)
ccG
o'e6y
1
- (m' Z ¢(J)pp(">(x1""’x1"> ( Z P(o pp(o”) T1,.. .,1:N)>
i c€ECGm o' €Gy

= ch(p)(x1,...,zn).ch(Y)(x1,....,xN)

Les fonctions polynémiales ch(¢ - ) et ch($).ch(i) coincident ainsi sur tout CV. Les polynomes correspondants sonts
donc égaux.
A ce stade, on a donc montré que ch est un homomorphisme d’anneaux.

— On voit directement sur la définition que Vn € N, ch(R™) C A™; cela montre que ch respecte la graduation.

— Il est aussi clair que Ker(ch) = {0}.

— Examinons le caractére isométrique de ch. Comme R™ et R™ sont orthogonaux pour (,)r dés que n # m, ch est une
isométrie si et seulement si pour tous n € N, ¢, ¢ € R"™, (ch(d), ch(¥))a = (¢, V)R
C’est, clair pour n = 0. Prenons donc n > 1.
On a d’apres la proposition 40 et en conservant les mémes notations que précédemment,

(ch(®),ch(@)r = Y ¢p¢: (PorPAIA

o= =n_
3NN

[A|=n

= <¢, w>6n
= <¢, w>R
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— Enfin en notant le,, le caractére trivial de &,, il vient ch(ls,, ) = Z 1.22 — .. Donc hn € Im(ch).

z
[p|=n
Le raisonnement suivant montre que h,, est une base algébrique de A.
P
Si on prend P dans A, il existe p € N,VO < k < p,3P, € AF, P = ZPk; comme chacun des Py est 0 ou une
k=0
série formelle en une famille dénombrable d’indéterminées X7, ..., X, ..., symétrique et homogene de degré k, P est

0 ou une série formelle en une famille dénombrable d’indéterminées, symétrique de degré total inférieur ou égal a
p. Ainsi, chaque terme intervenant dans cette série est de la forme Xfll X{?...XS" avec 1 <1 < p, 22:1 dip, < pet
d
ill

de P et donc Z U-Xilef; ...X,;il’ est élément de A;,. Or, on sait que les h; pour 1 < ¢ < 4; forment une base algébrique

1

. . . N rs dy yd - :
0 < i1 <i2 < ...<i; mais évidemment, comme P est symétrique, tous les O'-X,L-ll XZ-;...X sont aussi des constituants

JGG”

N di yd di s I . . L
de A;,, c’est-a-dire que E o X! Xi;...X”l s’écrit comme polynéme a coefficients entiers en les h; pour 1 <7 < 4.

oES,,
On voit alors, puisque P est susceptible de contenir une infinité de termes du type Z o- Xflll X{?...Xidll avec i; € N*,
o€y,
que P s’écrit comme une série formelle a coefficients entiers en les h; pour ¢ € N.
Il vient donc A C Im(ch). L’argument suivant va alors montrer que A = Im(ch).
ch est une isométrie, donc est injective. De plus, sx € A C Im(ch); il existe donc un unique antécédent x» de s par
ch. Si z € R, alors ch(z) = Z(ch(:c),sx)sA = Z(m,xﬁs»
A A
Or, (x, xx) € Z car le produit scalaire sur R est & valeurs entiéres. Par suite, ch(z) = Z(m, Xx)$x € A. D’ott linclusion

\
Im(ch) C A. O

Conséquence : On sait que ’ensemble Z des caracteres irréductibles du groupe &,, forme une base orthonormée
de R™ pour le produit scalaire (,)g,. Or une base orthonormée d’un Z-module (quand elle existe) est unique a
lordre et au signe pres.
Ainsi aux signes pres, les caracteéres irréductibles de &,, sont les images réciproques des polynoémes de Schur par
I'application caractéristique. On notera x* := ch~!(sy); les caracteres irréductibles sont donc les 4.

6.2.3 Formule des caractéres de Frobenius

THEOREME 6.4 —

Les caractéres irréductibles du groupe symétrique &,, sont les x* ou \ décrit ensemble des partitions de poids n.
De plus, leurs valeurs sur les différentes classes de conjugaison de &, sont égales aux coefficients des sommes
de Newton dans la base des fonctions de Schur. Plus précisément, en notant Xf} la valeur prise par le caractére
irréductible x» sur la classe de conjugaison de &, définie par la partition ., il vient :

Pu= D Xps.

IA|=n

Démonstration Pour montrer que les x* sont bien les caractéres irréductibles, il suffit de vérifier x*(1s,,) > 0.
1 sur la classe de conjugaison associée a u
. Donc

Or, un calcul élémentaire montre que ch™*(p,) = z,6" o1 §* = .
0 ailleurs

(Sx;pu)n = <¥A72u5”>6n

= Y @)

cES,

= % Z X/\(U)Zu

\ €0 ()
= X/,u

|
la derniére égalité provenant du fait que |O(u)| = " ot Pon note O(p) la classe de conjugaison associée & la partition p.
Zp
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En particulier,
X*(s,) = (sx,pym)a
= (s Z K,/ 1msx)a  (proposition 29)

)\/
= E Ky 1mi{sa, sx)a
A/

= Kyim

= K\>0,
ou on a noté par K, le nombre de tableaux standards de forme A. Cela démontre en méme temps les deux parties du
théoréme. 0

Proposition 41 Le degré de la représentation irréductible V> de &,, de caractére x* est égal a K.

Démonstration Cela découle de la fin de la démonstration précédente et du fait que x*(1s,) = tr(p*(1le, ) = tr(Idy») =
deg(p). O

Remarque : Il est possible de calculer explicitement le nombre de Kostka K pour A partition donnée.
A chaque case de coordonnées (i, j) du diagramme de Ferrers associé & la partition A, on associe sa longueur d’équerre
h(i,j) == Ni—Jj+1)+ (A —i+1)=1=XN+A; —i—j+1; c’est la longueur de I'équerre tracée sur A, d’angle
supérieur gauche la case (i, 7).
On peut ainsi rassembler les différentes longueurs d’équerre dans un tableau de méme forme que le diagramme de
Ferrers associé & A. On note h()) le produit des longueurs des équerres de A.
Le nombre de tableaux standards de forme A est alors donné par la formule de Frame-Robinson-Thrall suivante :

_ W
= 20"

K

Par exemple, partant de A = (4,2,2,1), Péquerre associée & la case (1,2) est donnée par les cases marquées du

symbole B :
H N \ | \
[ ] -
B On trouve ainsi h(1,2) = 5.
En refaisant la méme opération pour toutes les cases du diagramme de Ferrers, on aboutit aux longueurs d’équerre
715]2]1]
suivantes. 212
311
1

Par suite, le degré de la représentation V* de Gy est 1680.

6.2.4 Application de la formule de Frobenius

Grace aux formules de Newton liant les pi aux hj, on peut exprimer aisément pour des valeurs de n peu élevées
les p,, (pour w partition de poids n) en fonction des hy. Comme on sait aussi exprimer les hy en fonction des sy (via
les nombres de Kostka), on peut au final exprimer les p,, sur la base des sy, avec |A\| = n. On déduit ainsi les valeurs
des caracteres y* sur les différentes classes de conjugaison de &,,. On peut alors construire la table de caracteres
du groupe &,,.

Illustrons cela dans le cas n = 4.

Les partitions de poids 4 sont (1,1,1,1),(2,1,1),(2,2),(3,1) et (4). Dans la suite, dans un souci de simplification
d’écriture, on écrira seulement 1111, 211, etc.

Par résolution d’un systéme triangulaire obtenu via les relations de Newton, il vient :

p1="Mh

po = 2hy — 32

p3 = 3h3 — 3hihy + b3

P4 = 4h4 — 4h1h3 — Qh% + 4h%h2 — hil
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On en déduit aussitot :
P1111 = (P1)4 = hi111
p211 = p2(p1)? = 2ho11 — hiinn
p22 = (p2)? = 4hga — 4ho11 + h111a
P31 = p3p1 = 3h31 — 3ha11 + h1inn
pa = 4hy — 4h31 — 2hos + 4ho11 — 11

Puis, par dénombrement de tableaux semistandards, il vient :

h1111 = 1.s1111 + 3.5211 + 2.592 + 3.531 + 1.s4
ho11 = 0.81111 + 1.8911 + 1.892 + 2.531 + 1.54
hog = 0.51111 + 0.5211 + L1.592 + L.s31 + L.54
h31 = 0.51111 + 0.8911 + 0.899 + 1.537 + 1.84
hy = 0.81111 + 0.5211 + 0.899 + 0.531 + 1.54
En injectant ces derniéres relations dans le systeme précédent, on arrive immédiatement a la table des caracteres

de &4 suivante, les coefficients étant les X;\ﬁ les lignes correspondent aux caracteéres et les colonnes aux classes de
conjugaison.

AN g | 1111 | 211 | 22 | 31
1111 1 -1 1 1 ]-1
211 3 -1 -1 0
22 2 0 2 | -1
31 3 1 -1 0 |-1
4 1 1 1 1

6.2.5 Complément sur les valeurs des caractéres irréductibles

Définition On appelle bande tout ensemble connexe 6 de cases d’un tableau qui ne contient aucun carré de coté
deuz.

Sa hauteur h(0) est défini comme le nombre de lignes occupées par cette bande moins un.

Un tableau multibande T est un tableau numéroté de facon croissante sur les lignes et sur les colonnes, de facon a
ce que ses cases numérotées d’un méme entier naturel forment une bande. On définit alors sa hauteur h(T) comme
la somme des hauteurs des bandes incluses dans T'.

Par exemple, soit le tableau multibande suivant :

3 4
4 4

— =

N DN —

:

=~ s W

Il vient trés clairement h(T) =1+2+0+2 =5.

Le théoréme suivant précise les valeurs des caractéres irréductibles du groupe symétrique en terme de tableaux
multibandes.

THEOREME 6.5 (REGLE DE MURNAGHAN-NAKAYAMA) —
Pour toutes partitions \ et p de poids n, la valeur du caractére X sur la classe de conjugaison de &, associée a fui

est égale a : xf; = Z (fl)h(T) ot D, désigne l'ensemble des tableaux multibande de forme X et de poids p.
TGgAM

6.3 Les modules de Specht, représentations du groupe symétrique

Soit T' un tableau de forme la partition A = (A1,..., Ax) et numéroté par les entiers successifs de 1 & n = ||,
sans aucune condition de monotonie (il y a ainsi n! tableaux T possibles).
A T, on associe les polyndmes :

n
Qr = H X,lc(k)_1 ou I(k) est U'indice de la ligne de T contenant l’entier k
k=1

Pr = H (X; — X;) oui <y j signifie que ¢ se trouve au-dessus de j dans la méme colonne de T
i<rj
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413]5 ]
Par exemple, siA= (37 1, 1) et T= 1 ,on a QT = X1X22 et PT = (X4 - Xl)(X4 - XQ)(Xl — XQ)
2

Le groupe 6,, agit par permutation sur les tableaux par permutation des entrées.
Pour 0 € &,,, on note que Q1) = 0 - Q7 et Pyry =0 Pr.
On prolonge naturellement cette action de &,, & une action de l’algébre de groupe C[G&,,].

Définition On nomme C(T) le sous-groupe de &,, constitué des permutations préservant chaque colonne de T .

On note alors ar = Z e(o)o.
ceC(T)

Proposition 42 Pr = +ar - Q7.

Notons N* le C-espace vectoriel engendré par les Qr quand T décrit I'ensemble des tableaux de forme A. On
prolonge de maniere naturelle 'action de &,, a cet espace vectoriel.
Se donner un polynéme Qr revient au vu de la définition & se donner le contenu de chaque ligne de 1" indépendam-
ment de I’ordre. Donc N* s’identifie & la représentation induite par la représentation triviale du sous-groupe £(T')
(préservant les lignes de T') de &,,. En particulier, N* est un &,,-module (au sens des représentations).

Définition On appelle module de Specht associé a la partition \ et on note S le sous &,,-module de N* engendré
par les polynomes Pr quand T décrit I’ensemble des tableaux de forme .

Lemme 8 Soient \ et u deux partitions de poids n. On note T et S deux tableauzx de formes respectives \ et i et
numeérotés par les entiers successifs. Alors l'une des trois situations suivantes est satisfaite :

1. A > p.
2. A=p etIo,0)eC(T)*x L(S),0-T=0"-85.

3. il existe deux entiers figurant dans une méme colonne de T et une méme ligne de S.

Démonstration Si (3) n’est pas vérifié, les entiers (si, ..., s,, ) de la premiere ligne de S sont dans des colonnes distinctes
de T'. Donc, quitte a opérer a I'intérieur des colonnes de T, on peut supposer que $i, ..., Su; appartiennent a la premiere ligne
de T'. On a alors notamment g1 < Aq.

Plus généralement, pour tout ¢ € [1,n], on peut permuter les entrées des colonnes de T' de fagon a faire figurer sur les 4
premiéres lignes de T les entrées des ¢ premiérs lignes de S. On a alors Vi € [1,n], A1 + ... + X\ > p1 + ... + . Ainsi A = p.
Si 'on n’est pas non plus dans le cas (1), c’est que A = p. Alors aprés avoir permuté chaque colonne de T', on obtient un
diagramme ayant méme contenu que S sur chaque ligne. Le cas (2) est alors vérifié. g

THEOREME 6.6 —

Lorsque \ décrit l'ensemble des partitions de poids n, les modules de Specht S* forment un ensemble complet de
représentations irréductibles de &,,, deux d deuxr non-équivalentes.

De plus le caractére de la représentation S* est précisément x™.

Démonstration On s’appuie sur le lemme précédent.

— Si le second cas du lemme se produit, il vient avec les mémes notations :

ar-Qs = ar-(c'-Qs) car o’ € L(S)
= ar-(0-Qr)
= (aro) - Qr
= Z e(w)wo - Qr
weC(T)
= Z e(wo™w-Qr car w — wo est une bijection de C(T') sur C(T')
wel(T)
= e(o)(ar-Qr) car € est un morphisme de groupes & valeurs dans {—1, 1}
= ¢(o)Pr

— Par contre, si on est dans le cas (3) du lemme, il existe 7 une transposition appartenant a C(T') (] £(S). Le méme calcul
que précédemment montre (puisque la signature de 7 vaut -1) que ar - Qs = —ar - Qs puis ar - Qs = 0.

56



On vient de voir que si S et T sont des tableaux de forme A rempli par les n premiers entiers, ar- Qs est toujours proportionnel
a Pr. Dou :
ar-N*=ar-S* ={z- Pr|z e C} =C.Pr.

Si S* est somme directe de deux sous-modules A et B, alors C.Pr = ar - A@aT - B, donc Pr est un élément de A ou
de B. Disons Pr appartient a B.
Mais alors, comme {o - Pr|oc € &,} engendre S*, il vient B = S*.
Ainsi, S* est bien irréductible.

Si A ¥ p, on est dans le dernier cas du lemme, donc d’aprés ce qui précede, ar N* = apS* = {0}. Cela assure que les

représentations S* et S* de &, ne sont pas équivalentes.
En somme, les modules de Specht forment un ensemble complet de représentations irréductibles de &,,.

Le méme argument implique alors que la décomposition de N> en représentations irréductibles est de la forme :

NA:nASA@ @n#,xsu )

A<

ol ny et les my » sont des entiers naturels.

Comme N* est le G,-module induit par la représentation triviale du sous-groupe L(T) de &,, on connait son caractére :
c’est 'image réciproque par l'application caractéristique ch de la fonction symétrique hy.

Or,
Z Kuasu

m
= 5A+ZKN7>\SN

=X

ha

Donc le caractére de la représentation N* est égal & x> + Z K, 2x". Le rapprochement entre les deux écritures N =
=

nas? @ @nM’AS“ et hy = s\ + Z K, »s, et une récurrence descendante sur 'ordre < (partiel sur ’ensemble des
A< =X

partitions mais qui devient total si on le restreint & ’ensemble fini des partitions de méme poids) montre que le caractére de

S* est x> et que n,,\ = K, » pour tout couple (), 1) tel que A < u. On obtient en outre ny = 1 et donc aussi

N =3P | P K"

A<

On a montré alors ce que 'on voulait. O

On donne finalement un théoréeme important, dont la démonstration, constructive, va fournir le moyen de
représenter sous forme matricielle 'action du groupe symétrique sur les tableaux de forme A.

THEOREME 6.7 —
Lorsque T décrit 'ensemble des tableaux standard de forme X, les polynomes Pr forment une base du module de
Specht S*.

Démonstration Remarquons d’abord que si un polynéme Ps se décompose sur les Pr avec les T standards, alors o - Ps
pour ¢ € C(S) se décompose aussi sur ces éléments (puisque o - Ps = €(0)Ps). On peut donc se restreindre aux tableaux T
dont les entrées sont croissantes de haut en bas, ceci dans chaque colonne.

On introduit l'ordre lexicographique (noté <) sur ’ensemble des Ps ou S décrit les tableaux dont les entrées sont croissantes
de haut en bas : c’est 'ordre sur la suite des entrées de ces tableaux, lue de haut en bas, colonne aprés colonne (de gauche a
droite).

On montre par récurrence pour cet ordre total que chaque Ps est combinaison linéaire de polynémes Pr ou T est standard.
Comme leur nombre (qui est le nombre de Kostka K)) est exactement la dimension de la représentation irréductible S*, on
aura que les Pr forment une base de S A

Prenons Pg un polynoéme dont les entrées sont croissantes dans chaque colonne et supposons que VR < S, Pr est combinaison
linéaire de polynémes Pr avec T standard.

Si S est déja standard, il n’y a rien & montrer.
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al b1
A A
az b2
Supposons donc que S n’est pas standard. Alors il existe deux colonnes successives N et N deSavecm < [ et il existe
A A
a b
un entier r < m tel que Vi < r,a; < b; et a, > b,.
al b1
A A
s ar > by . . .
Schématiquement, cela donne : A . Soient H le groupe des permutations des entiers b; < ... < b, < a, < ... <
A bm
aj
et K le sous-groupe de Young de H correspondant au produit des groupes de permutations de b1, ..., b, et ar,, ..., a;.

Soit U un systéme de représentants des classes & droite de H modulo K (autrement dit, les classes sont les Kh pour h

décrivant U), autres que celle de I'identité.

On a alors la relation de Garnir suivante que I’on démontre plus bas :

PS = — Z E(U)Pu<5).

uelU

Il s’agit encore de vérifier que Vu € U, u(S) < S pour pouvoir appliquer I'hypothése de récurrence.
Or, les colonnes précédant la colonne C ou figurent les éléments ai,...,a; ne sont pas modifiées. De plus, les entiers
ai,...,ar—1 ne le sont pas non plus; donc la suite formée par les r plus petites entrées de u(C') est majorée par une suite
a1 < ... <b; < .. < ar_1 pour un certain entier ¢ < r, elle-méme majorée par la suite a1 < ... < a,. Donc Yu € U,u(S) < S

et on a ce qu’on voulait.

La relation de Garnir assure donc en appliquant I’hypothése de récurrence aux P,(s) que Ps est combinaison linéaire des

polynémes Pr avec T standard.

Démonstration de la relation de Garnir :

Pour I sous-ensemble de &, notons d; := Z e(w)w.
wel

Montrer la relation Ps = — Z e(u)Pu(s) revient a montrer d - Ps =0.

ueU
Comme K est un sous-groupe de C(.5), il s’agit de montrer que dg - Ps = 0.

ulJiray

Or,
dg-Ps = =fdpgas-Qs
tdude(s)Qs
+ Z e(o)e(a')(o0') - Qs
(o,0")EH XC(S)
= =+ Z e(oa’)(oo') - Qs
(o,0")EH XC(S)

= :I:Z Z e(uw)u- Qs

o€H ucoC(S)

Cette derniére double somme comprend |H| x |C(S)| termes, soit encore |[HC(S)| x |H[)C(S)| termes. Chaque élément
u € HC(S) peut s’écrire comme produit d'un élément h € H et d’un élément w € C(S) de |H (| C(S)| maniéres différentes.

On remarque aussi que par définition de K, |K| = |H [ C(S)|.
Ainsi, il vient :
duPs = *[K| > e(u)(u) Qs
uw€HC(S) .
£[K|ducs) - Qs
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11 suffit donc & présent de montrer que dyc(s) - Qs = 0.

Notons maintenant pour o € HC(S), i, = min {k € N|o(ax) et o(bx) ¢ {a1,...,ar—1,br41,...,bm }}. On note ¢(o) la trans-
position (a;,,b;,) et t*(0) = ot(o)o ™" la transposition (o(as, ), o (bs,))-
On pose enfin ¢* := ot(0) = t*(0)o.

On a t* (o) € H, donc o™ € HC(S).
L’application
HC(S) — HC(S)
o — o
est alors bien définie et c’est une involution car ¢(0*) = t(o) (puisque o et o* coincident pour les valeurs différentes de a;,
et b;,, et puisque o”(ar) = o(by) et o™ (by) = o(ax)).
Simplement, on constate que cette involution change la signature.

Finalement, il vient :

dresy - Qs = Z e(w)w" - Qs
w*€HC(S)
= ) —ewuwt(w)- Qs
weHC(S)
= - Z e(w)w - Qs car t(w) € L(S)
weHC(S)
= —dgc(s) - @s-
Donc dge(sy = 0 et le résultat annoncé est prouvé. O

Application : représentation naturelle de Young Les matrices de la représentation S* dans la base stan-
dard (formée des tableaux standards de forme A ou encore des polynémes Pr avec T standard) constituent ce qu’on
appelle la représentation naturelle de Young.

Comme &,, est engendré par les transpositions de la forme (i ¢ + 1) (dites transpositions simples), il suffit de
calculer les matrices correspondant a ces éléments.

D’aprés la démonstration du dernier théoreme, pour un tableau T donné rempli par les n entiers successifs de
1 an, il y a trois possibilités :

— Siiet i+ 1 sont dans la méme colonne, alors (i ¢ +1) € C(T) puis (i ¢ + 1) - Pr = —Pr.

— Sii et i+ 1 ne sont ni dans la méme ligne ni dans la méme colonne, alors par propriété des tableaux standards,
le tableau (i i+ 1)(T') est standard et (i i+ 1) - Pr = P j41)(1)-

— Siiet i+ 1 sont dans la méme ligne, alors le tableau (i 4 + 1)(7) va présenter deux éléments a, > b, (a, &
gauche de b,) dans cette méme ligne. On calcule alors (i i 4 1) - Pr a 'aide de la relation de Garnir. Il vient
que (i i + 1) - Pr est la somme de Pr et d’autres polyndmes associés & d’autres tableaux comme décrit sur
la relation de Garnir. Si ces tableaux ne sont pas standards, une application itérée de ces trois cas permet de
calculer les polynémes associés a ces nouveaux tableaux.

A la fin, on obtient donc n — 1 matrices de taille K (n — 1 étant le nombre de transpositions simples de &,, et K,
le nombre de tableaux standards) contenant uniquement des —1,0 et 1.

Exemple : On va expliciter les matrices des représentations du groupe symétrique &5 sur le module de Specht
associé a la partition (3,2) dans la base des polyndmes associés aux tableaux standards.
Dans ce cas, K(32) =5 et les 5 tableaux standards sont les suivants :

) P S St o e

On prendra donc (Pry, Pr,, Pr,, Pr,, Pr,) comme base standard. On note M; la matrice associée a 'action de la
transposition (i ¢ + 1) avec 1 < 4 < 4 sur le module de Specht S(3:2) La jime colonne de la matrice M; est donc
formée des composantes du polynome (i i 4- 1) - Pr; sur la base des Pr,, 1 <k <5.

1=

On détaille le procédé d’obtention de la matrice M;.

2[1]3]
N

1. (12)-Pp, =
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On est ici dans le cas ou 1 et 2 sont sur la méme ligne.
En reprenant les notations de la démonstration du théoréme, il vient H = &(1,2,4), K = 6(2) x 6(1,4) puis
U ={(12),(14)} est un systéme de représentants des classes a droites de H modulo K. Or, (1 2)-((1 2)(Ty)) =

Ty et (14)-((12)(T) = ? g

3 ‘ La relation de Garnir donne donc (1 2) - Pr, = P, + P,

2[4]3]
115
Or, le dernier tableau n’est pas standard, il faut donc réappliquer 1’algorithme & ce dernier tableau.

Maintenant, sur ce tableau, 1 et 2 sont dans la méme colonne mais 2 est au-dessus de 1. Donc P, 5T4T31~=

“PriTa 30

215
Mais sur ce nouveau tableau, 3 et 4 sont encore dans la méme ligne avec 4 précédent 3. On applique
donc une nouvelle fois la relation de Garnir & ce tableau avec H = &(3,4,5), K = &(3) x 6(4,5) et donc
U={(34),35)}

On obtient cette fois :

P(12)-T1:PT1_ P 1 3] 4 + P 1 4 5‘ .

215 213

Les deux premiers tableaux (7} et Ty) sont maintenant standards. Le troisiéme doit encore étre modifié puisque
4 précede 3 dans la deuxiéme colonne. Il vient finalement :

Paoyr, =Pr — | Pr, — P73 51|

c’est-a-dire
Paq2yr, = Pr, — Pr, + Pr,.

On peut donc ainsi remplir la premiere colonne de la matrice M;.

. (12)-Pr, = P57y T

315
(On est encore dans le cas ol 1 et 2 sont sur la méme ligne.)
Ici, H=6(1,2,3), K = 6(1) x 6(2,3) et on prend U = {(12), (13)}.

Il vient :
(12)-PT2=P1 5 4‘+P2 3 4‘
315 115 )
= PT2 - PT4
. . . L N 21314
la derniére ligne provenant du fait que 2 précede 1 dans la premiere colonne du tableau 15 .

. (12)-Pr,=P

5T1 75 ‘ On remarque que 4 et 5 jouent un role symétrique par rapport au calcul précédent.

314
Il vient ainsi immédiatement (1 2) - Pp, = Pr, — Pry.

. Dans Ty, 1 et 2 sont dans la méme colonne. Donc (1 2) - Pr, = —Pr,.
. La situation est la méme pour T5; on a (1 2) - P, = —Pr,.
1 0 0 0 0
o 1 0 0 O
Par conséquent, My = 0 0 1 0 0
-1 -1 0 -1 0

1 0 -1 0 -1
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En effectuant les mémes types d’opération avec les transpositions simples (2 3), (3 4) et (4 5), il vient alors :
1 00 00 01 0 0 O 1 0000
0 0010 10 0 0 0 0 0100
My=] -1 000 1],Ms=]00 1 0 O et My = 0 1 000
0 1 000 00 0 1 O -1 0 0 0 1
1 01 0 0 00 -1 -1 -1 1 0 0 1 0
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7 Détermination des caracteres du groupe unitaire

On veut déterminer a présent les caractéres du groupe unitaire défini pour n € N* par U(n) := {g € GL(n,C),! gg =
I,}. Cest un sous-groupe du groupe GL(n,C) des matrices inversibles de taille n qui est compact et connexe.
Pour cela, on sera amené a utiliser des éléments de la théorie des groupes de Lie.

7.1 Généralités sur les groupes de Lie
7.1.1 Notion de variété différentielle

Définition On dit qu’un espace topologique séparé M est muni d’une structure de variété différentielle lisse ou €*°
de dimension n s’il existe un recouvrement ouvert (U;) de M, des ouverts Q; de l’espace vectoriel topologique R™ et
des homéomorphismes ¢; : U; — Q; tels que pour tout couple d’indices (i,7), la composition

—1

qbi,j : qbz(Ul N U]) ¢1—> U, N Uj ﬁ) qﬁj(Ui n Uj)
définisse un € °°-difféomorphisme.
Remarques :

— Les homéomorphismes ¢; sont appelés cartes locales et les U; sont appelés ouverts de cartes. Un couple (U, ¢;)
est appelé carte et ’'ensemble des cartes forment un atlas.

— On peut demander seulement que les ¢; o qi)i_l soient des difféomorphismes de classe €% ; cela définit alors une
variété différentielle de classe €*. De méme, on peut demander que ces difféomorphismes soient analytiques
réels (ce qui définit la notion de variété analytique réelle)

— Dans la suite, on dira simplement variété différentielle pour parler de variété lisse.

— Sur une telle variété, le calcul différentiel (4> ou €*) est possible : si U désigne un ouvert de M, on dit
qu’une fonction f: U — R est €*° si pour toute carte (U;, ¢;), la fonction f o gzﬁi_l sur ouvert ¢;(U NU;) (de
R™) est de classe €°°.

— On définit aussi la notion d’application €°>° d’une variété dans une autre : si M et N sont deux variétés,
une application f : M — N est € si elle est continue et si pour toutes cartes (U, ¢) et (V,¢) de M et N
respectivement, 'application 9o fo =1 : p(U N f=H(V)) — (V) est €.

Cela permet ensuite de définir la notion de difféfomorphisme de variétés.

— Si M et N sont deux variétés de dimension m et n, ’espace topologique produit M x N est muni de maniere
naturelle d’une structure de variété dont la dimension est m +n : si les cartes (U;, ¢;) forment un atlas de M
et les cartes (V},4;) forment un atlas de N, la famille de cartes (U; x Vj, (¢;,;)) forme un atlas de M x N.

— Tout ouvert de R™ est une variété différentielle réelle.

Définition Soit d € N*. On dit qu’une partie N C R? est une sous-variété € de dimension m si en tout point
xo € N, il existe un voisinage W de xo et un €>°-difféomorphisme f : W — U sur un owvert U 5 0 de R qui
envoie xg sur 0 et telle que f(NNW) =U[N({0} x R™) (ou 'on a identifié R? ¢ R4~™ x R™).

Remarque : Une telle définition définit un systeme d’équations de N au voisinage du point xg. Si on note
f=0h,-fa),alors NNW ={z € W,V1 <i<d—m, fi(z) =0}
En outre, ce systéme est non-dégénéré au sens ou les différentielles (df;)s, sont linéairement indépendantes car les
matrices jacobiennes associées correspondent aux lignes de la matrice jacobienne de f qui est inversible.

Par exemple, la sphére S™ est une sous-variété de R*+1,

Définition Un groupe de Lie réel (respectivement complexe) est un groupe topologique muni d’une structure de
variété différentielle réelle (respectivement complexe) telle que les opérations de multiplication et de passage a
Uinverse sont €.

On dit qu’un groupe de Lie est de dimension n s’il est de dimension n en tant que variété différentielle.

Exemples :

— GL(n,C) est un groupe de Lie de dimension 2n?; pour le voir, on identifie M (n,C) a R2"* et on observe que
GL(n,C) est un ouvert de M(n,C).
A ce stade, on a donc montré la structure de variété différentielle.
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Ensuite, la multiplication matricielle est polynomiale en les entrées des matrices a multiplier, donc ’applica-
tion : GL(n,C) x GL(n,C) — GL(n,C), (A, B) — AB est de classe €.

En écrivant ensuite pour A € GL(n,C), A=t = (detA)~! *Com(A), on voit que le passage a I'inverse cor-
respond a une fraction rationnelle en les entrées de la matrice dont le dénominateur ne s’annule pas; donc
Papplication "prendre l'inverse" est aussi €.

— (R™, +) est un groupe de Lie.

7.1.2 Algebre de Lie
On prend ici K =R ou C.

Définition Une K-algébre de Lie g est un K-espace vectoriel muni d’une application K-bilinéaire

- g
(x,y) — [z,9]

appelée crochet de Lie telle que :
- Vz,y € g,[z,y] = —[y, ] (antisymétrie)

- Va,y,z € g, [o, [y, 2] + [y [2va]) + 2 e, y)] = O (identité de Jacobi).

Remarque :
— La propriété d’antisymétrie implique Va € g, [, 2] = 0 car K n’est pas de caractéristique 2.
— Toute algebre de Lie est évidemment une algebre.

Définition Un morphisme de K-algébres de Lie ¢ : g — b est une application K-linéaire telle que Yx,y €

G, ([, y]) = [o(2), o(y)]-

Exemples fondamentaux d’algebres de Lie :
— Tout K-espace vectoriel peut étre muni d’une structure de K-algebre de Lie en prenant pour crochet de Lie
lapplication nulle. Une telle algebre de Lie est dite commutative.
— Toute K-algebre associative A peut étre munie d’une structure d’algebre de Lie en prenant pour crochet de
Lie :
AxA — A
(1’,’}/) — [sc,y] =Ty —yx '

En particulier, puisque M (n,C) est une C-algébre associative (due au produit matriciel), M (n,C) est natu-
rellement muni d’une structure d’algebre de Lie, notée gl(n, C).

De méme, si V désigne un C-espace vectoriel, 'ensemble Endc(V) des endomorphismes de V' hérite de sa
structure d’algebre associative (due & la composition des applications) une structure naturelle d’algeébre de
Lie, notée gl(V).

— L’ensemble des dérivations d’une C-algebre A (c’est-a-dire ’ensemble des applications linéaires D de A dans
A telles que Va,y € A, D(zy) = D(x)y + xD(y)) peut étre aussi muni d’une structure d’algébre de Lie en
prenant le crochet de Lie [Dy, D2] = D1 Dy — D2 Dy (o1 on note par exemple DDy pour la composition des
opérateurs D; et Dy). On vérifie seulement que [Dy, D] est encore une dérivation : si x,y € A,

[D1, Do(zy) zy)) — D2(D1(xy))
z)y + xDa(y)) — D2(D1(x)y + xD1(y))
Yy

(

(z)

Exi) Dy(D1(z)y) + D1(zD2(y)) — Da(xD1(y))
)

(

D1(Do

D1 (Do

D1 (D )y

= Di(Dy(x))y + D2(x)D1(y) — D2(Dl( )y — D1(x)D2(y)
+D1(2)D2(y) + xD1(D2(y)) — D2(z)D1(y) — 2D (D1 (y

= (D1D2(x) — DaD1(2))y + x(D1D2(y) — D2D1(y))

= [D1, Do](z)y + z[D1, D2](y)-

)

Définition FEtant données une algebre de Lie g et h une partie de g, on dit que by est une sous-algébre de Lie de g
St :

— b est un sous-espace vectoriel de g

- Va,y €b,[z,y] €h.

63



Par exemple, I'ensemble des dérivations d’une algebre de Lie g, notée D(g), forme une sous-algebre de Lie de

gl(g)-
En effet, puisqu’une dérivation est un endomorphisme d’espace vectoriel, D(g) C gl(g).
Ensuite, ’endomorphisme nul de gl(g) est une dérivation et si f,g € D(g) et A € C, alors pour tous z,y € g,

(f +Ag9)([z,y])

f([z,y]) + Agl(, y)]
[f(@),y] + Alg(z),y] + [z, f(¥)] + Mz, 9(y)] (car f et g sont des dérivations.)
= [f(z)+ Xg(@),y] + [z, f(y) + Ag(v)] (bilinéarité du crochet de Lie)
+

f
[(f +A9) (@), y] + [z, (f + Ag) (y)].

Cela montre que D(g) est un sous-espace vectoriel.
Enfin, si f,g € D(g), on a vu plus haut que [f, g] € D(g).

Proposition 43 Avec les notations précédentes, application adjointe de l'algébre de Lie g définie par :

ad: g — D(g)
x — (ad(x):y > [z,y])

est un morphisme d’algébres de Lie.

Démonstration L’identité de Jacobi donne tout de suite que pour tout = € g, ad(x) est une dérivation de g. Ainsi, ad est
bien définie.
Ensuite, ad est clairement linéaire et pour tout (z,v, z) € g°,

(ad([z,y]))(2) = [[=,y],7]

[xv [yv 2:“ - [yv [13, ZH (JaCObi)
ad(z)(ly, z]) — ad(y)[z, 2]

(ad(z)ad(y) — ad(y)ad(z))(z)

= [ad(z), ad(y)](2).

7.1.3 L’application exponentielle

Définition Un sous-groupe d un parametre d’un groupe de Lie G est la donnée d’un homomorphisme continu
R — G.

Sur l'algebre de Banach (M (n,C),|].|]), ou H(a”)H = L sup; j laij|, on définit aussi comme d’habitude 'applica-
Xk
tion exponentielle par VX € M(n,C), exp X = Z —-. L’exponentielle est & valeurs dans GL(n, C).
k=0

Proposition 44 Pour tout X € M(n,C), lapplication

R — GL(n,C)
t — exp(tX)

définit un sous-groupe & un paramétre de GL(n,C).

Démonstration Sit,u € R, alors tX et uX commutent, donc exp((t + u)X) = exp(tX) exp(uX).
La continuité de ’application considérée est évidente. O

Remarque : Tous les sous-groupes & un paramétre de GL(n, C) sont de cette forme. La preuve sera donnée dans
le lemme 12 dans le cas n = 1.

7.1.4 Espace tangent et champs de vecteurs invariants a gauche

Soit M une variété différentielle et m un point de M. On définit une relation d’équivalence sur I’ensemble des
paires (U, f) ot U est un voisinage ouvert de m et f : U — R une fonction € par : (U, f)YR(V,g) (<d;f>) Iw
e

voisinage ouvert de m tel que W CUNV et fi = gjw-

Définition Awvec les notations introduites ci-dessus, un germe de fonctions en m est une classe d’équivalence pour
la relation R.
On note O, l'ensemble des germes de fonctions en m.
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Remarque : Dans la suite, on confondra une classe d’équivalence avec un de ses représentants.

Proposition 45 O,, est muni d’une structure d’anneau héritée de R.

Définition Une dérivation locale de O,, est une application ® : O, — R qui vérifie Vf,g € On,P(fg) =
f(m)®(g) + g(m)2(f).

Définition L’ensemble des dérivations locales de O,, forme un espace vectoriel sur R appelé espace tangent a M
en m et noté T,,(M).
Les éléments de T,, (M) sont appelés vecteurs tangents.

Proposition 46 Si on se donne M une variété de dimension n, {x1,...,x,} un systéme de coordonnées locales au
voisinage de m, et ay,...,an € R, alors Uapplication :

0. — R
f — ; a; oz, (m)

est une dérivation locale de O,,.
Réciproquement, toute dérivation locale de Oy, est obtenue de cette maniére.

Conséquence : Un vecteur tangent au sens de la définition précédente est un élément tel que décrit dans la
premieére partie de la proposition.

Définition Un champ de vecteurs sur une variété différentielle M est une application €°° qui a tout point m de M
associe un vecteur tangent ®,, € T,,(M). Cela signifie que si 1, ...,x, sont des coordonnées locales sur un ouvert
n
0
U C M, alors il existe des fonctions ay,...,a, : U — R de classe € telles que : X, = E ai(m)a .
. ZT;
=1

Proposition 47 Il y a une correspondance bijective entre les champs de vecteurs sur une variété différentielle M
et les dérivations de lalgébre €°°(M,R) des fonctions €°° de M dans R.

Démonstration A un champ de vecteurs X : m — X,, sur une variété différentielle M, on associe d’abord une dérivation
de €°°(M,R) de la maniére suivante.
Si f € €°°(M,R), on définit
\Dx(f) .7 — R
ou l'on évalue bien évidemment X,, en le germe de f en m.
On se donne des coordonnées locales z; définies sur un ouvert de carte U. Alors ¥ x (f) est un élément de €°° (M, R) car d’une

part, il existe des fonctions a; de €*°(U,R) telles que Ym € U, X,,, = Z a;(m) 9 et d’autre part, puisque f € € (M,R),

83&-
of

la fonction m — a—(m) est aussi €.
.

1
On définit ainsi une application

qui est une dérivation de €°°(M,R) :
- Si f,g € €°(M,R) et « € R, alors pour tout m € M,

Ux(af+g)(m) = Xm(af+g)

aXnm(f) + Xm(g) car X,, est R — linéaire
= aUx(f)(m)+ ¥x(g)(m)
= (a¥x(f)+¥x(g))(m),

d’ou la R-linéarité de Wx.

— Le calcul
Ux(fg)(im) = Xn(f9)
= f(m)Xm(g) + g(m)Xm(f car X, est une dérivation locale
= f(m)¥x(g)(m) + g(m)¥x(f)(m)
= (f¥x(9) +9Yx(f))(m)
montre alors que ¥x est une dérivation de ¥°°(M,R)



A ce stade, on a donc défini une application ¥ de I’ensemble des champs de vecteurs sur M vers ’ensemble des dérivations
de €°°(M,R) qui & un champ de vecteurs X associe la dérivation Ux : f — (m — X (f)).
Il faut encore montrer que ¥ est bijective.
On fixe alors D une dérivation de €°°(M,R) et on montre qu’il existe un unique champ de vecteurs X tel que Ux = D.
Soit m € M. On définit © :
Xm: On — R

fo— D()m).
Il faut voir que cette fonction est bien définie ; autrement dit, si on se donne deux représentants f et g d’'un méme germe de
Om, il faut voir que D(f)(m) = D(g)(m).
La fonction définie étant linéaire, il suffit de voir que si le germe de f en m est nul, D(f)(m) = 0.
Or, si f est le germe nul en m, cela signifie qu’il existe un voisinage ouvert de m dans M sur lequel f est identiquement nul.
Alors il existe g € €°°(M,R) tel que g(m) =0et f =gf sur M.
Mais alors, D(f)(m) = D(gf)(m) = g(m)D(f)(m) + f(m)D(g)(m) = 0 et on a montré ainsi que X,, est bien définie.
X, est une dérivation locale de O, grace a la propriété de dérivation de D.
On définit enfin X : m — X,,, et on se donne x1, ..., z, des fonctions coordonnées locales sur un ouvert U de M. On sait en

outre par caractérisation des dérivations locales que pour m € U donné, il existe des réels a;(m) uniquement déterminés tels
n

que X,, = Zai(m) 88

T
i=1
sont des fonctions € ; cela résulte du fait que les D(z;) ” sont €°° (pour 1 < j < n) et du calcul suivant :

Pour 1 <j <n, D(z;)(m) = Xm(z;) = Zai(m) gi] = Zai(m)ém =a;(m). O
f=

i=1

. I reste simplement & voir (pour obtenir un champ de vecteurs uniquement déterminé) que les a;

Conséquence : Si X et Y désignent deux champs de vecteurs de M, on peut les voir comme des dérivations de
lalgebre €>°(M,R). On a vu précédemment que le crochet de Lie [X,Y] = XY — Y X définit une dérivation de
€ (M,R); par conséquent on peut définir le champ de vecteurs [X,Y].

Proposition 48 Soit G un groupe de Lie. Si g € G, alors Uapplication Ly : G — G,h — gh est un €°-
difféomorphisme et induit un isomorphisme d’espaces vectoriels Lg : Tp(G) — Tyn(G).

Démonstration Comme G est un groupe de Lie, I'application G x G — G, (z,y) — zy est €°°, il en va donc de méme de
l'application partielle Ly (et cela pour tout g). On voit ensuite que L,—1 0 Ly = Ly o L,—1 = Idg.
L, réalise donc un ¢*°-difféomorphisme de G sur lui-méme.

On pose alors :
Lg: T}L(G) — Tgh(G)
-1
g Uf —R
D — ,Up) — D .

<(f 2 ( x> f(gz)
L, est bien définie.
En effet, si f est un germe de Ogy,, il existe Uy ouvert de G qui contient gh. Alors d’apres la premiere partie de la proposition,
g~ Uy est un ouvert qui, de plus, contient h. Donc, toujours d’aprés la premiére partie de la proposition, z + f(gx) constitue
un germe de O,.
On vérifie aussi sans probléme que pour tout D € T}, (G), L4(D) est une dérivation locale de Ogyp,. O

Définition On dit qu’un champ de vecteurs X : t — X; sur G est invariant d gauche si pour tout (g,h) €
G x G,,Cg(Xh) = Xgh-

Remarque : L’ensemble des champs de vecteurs invariants a gauche sur un groupe de Lie G forme un R-espace
vectoriel de dimension la dimension de GG en tant que variété.

Proposition 49 Le R-espace vectoriel g des champs de vecteurs invariant d gauche sur un groupe de Lie G est
stable sous laction du crochet de Lie [,] au sens de la conséquence de la proposition 47 et forme ainsi une algébre
de Lie pour [,].

De plus, si Xg € To(G), ou e désigne l’élément neutre de G, il existe un unique champ de vecteurs invariant &
gauche tel que Xq soit le vecteur tangent d G en e (c’est-d-dire X, = Xg).

6. La notation D(f) employée n’est pas bien définie dans la mesure ou le représentant f n’est défini que localement au voisinage de
m.
7. La encore, on s’autorise cette notation pas vraiment définie puisque D s’applique en des éléments de € (M, R) et que les x; ne
sont définis que sur U.
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Démonstration Concernant la deuxiéme partie de la proposition, il s’agit de voir que I’application :

®: g —
X — X
est bijective.
Si Xo € Te(G), on définit :
X: G —= {I4(G),gc€
g r—r Xg=Ly(Xo).

X est un champ de vecteurs qui vérifie pour tout (g,h) € G X G, L4(Xn) = Lg(Lr(X0)) = Lgn(Xo) = Xgn.

Le champ de vecteurs X est donc invariant & gauche et vérifie X, = L(Xo) =

Cela prouve que ®(X) = Xo, donc que ® est surjective.

Si on se donne X et Y deux champs de vecteurs invariants a gauche, alors en particulier, tout vecteur tangent doit satisfaire
Xy = Lg(Xe). Mais alors si Xe = Ye, il vient Vg € G, Xy =Y et finalement X =Y ; d’ot I'injectivité de ®.

Q

7.1.5 Algébre de Lie d’un groupe de Lie

Définition On appelle algébre de Lie d’un groupe de Lie G, et on note Lie(G), lalgébre de Lie des champs de
vecteurs sur G invariants d gauche.

Remarque : Lie(G) s’identifie a T, (G) d’apres la proposition précédente.

Proposition 50 Dans le cas ot G est un sous-groupe fermé de GL(n,C), {X € M(n,C),Vt € R,exp(tX) C G}
est une sous-algébre de Lie de gl(n,C) qui coincide avec Lie(G).

Cette caractérisation permet par exemple de déterminer les algebres de Lie associées aux groupes linéaires
classiques.
Notons maintenant : u(n) := {X € gl(n,C), X +! X = 0} et su(n) := {X € u(n), trX = 0}.
u(n) est un R-sous-espace vectoriel de M (n,C), qui est stable sous 'action du crochet de Lie défini sur M (n,C)
(u(n) est donc une R-algebre de Lie).
su(n) est une R-sous-algebre de Lie de u(n).

Proposition 51 On a les égalités entre algébres de Lie suivantes :
- Lie(GL(n,C)) = gl(n,C)
— Lie(U(n)) = u(n)
- Lie(SU(n)) = su(n)

Démonstration 1l est clair que Lie(GL(n,C)) = M(n,C) = gl(n,C).

Montrons la deuxieme égalité.

Si X € u(n), alors Vt € R,t*X = —tX. Puis en prenant exponentielle, il vient Vt,exp(*(tX)) = exp(tX) ™', c’est-a-dire
finalement (puisque l'application M ——* M de M (n,C) dans M (n,C) est continue), ‘exp(tX)exp(tX) = I,.

Ainsi exp(tX) € U(n). Donc X € Lie(U(n)).

Réciproquement, si X € Lie(U(n)), alors Vt € R,

I, = ‘exp(tX)exp(tX)
= (In+t'X+ 1t tY2+...)(In+tX+%t2X2+‘..)
T+t(X + X) + %tz(tyz +2PXX 4+ X+

Puisque cela est valable pour tout ¢ € R, chaque coeflicient dans cette série de Taylor, hormis le premier terme, doit s’annuler.
En particulier *X + X =0 et X € u(n).

Pour montrer la troisitme égalité, on utilise I’égalité exp(trM) = detexp M, valable pour toute matrice M de M(n,C)
(cette derniére égalité se montre en trigonalisant M ). O

7.2 Le groupe unitaire

Dans cette section, on fixe n € N* et on s’intéresse plus particulierement au groupe de Lie U(n). On notera I,
Pélément neutre du groupe multiplicatif U(n).
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7.2.1 Propriétés générales

THEOREME 7.1 —
Toute matrice unitaire est diagonalisable avec une matrice de passage unitaire et des valeurs propres de module 1.

Démonstration Prenons g € U(n). En tant que matrice & coefficients complexes, g est trigonalisable. Autrement dit, il
existe une matrice P € GL(n, C) telle que ' = PgP ™! soit triangulaire supérieure.

Le procédé de Gram-Schmidt donne l'existence de t triangulaire supérieure et u unitaire telles que P = tu (évidemment ¢
est aussi inversible).

Alors, il vient (tu)g(tu)™' = t, puis ugu™" = ¢t~ 't't. Ainsi, d := ugu™' est unitaire et triangulaire supérieure. On montre

0
alors que d est diagonale. En effet, la premiere colonne de d correspond & un vecteur colonne de norme 1 du type :

0
Nécessairement, 1’élément non nul est de module 1. Ensuite, les éléments de la premieére ligne de d forment un vecteur ligne
de norme 1 dont la premiére composante est déja de module 1 (de ce qui préceéde). On en conclut que la premiére ligne de d

s’écrit (d1,0,...,0) ot |d1| = 1. On poursuit le raisonnement sur la deuxiéme colonne de d et de proche en proche, on montre
finalement que d est diagonale avec pour éléments diagonaux des nombres complexes de module 1. |

Remarque : II découle alors par exemple du théoréme précédent que U(n) est connexe par arcs, donc aussi
connexe.
En effet, si on se donne x € U(n), il existe alors P, unitaire et des réels 61, ..., 8, telle que x = P,diag(e’’:, ..., e )P 1.
On définit alors
vz : [0,1] —= U(n)
t > Pydiag(e®®r, ... et )Pt

'VI(O) = In

Evidemment, 7, est bien a valeurs dans U(n), continue et
Y(1) =z

Sion a aussi y € U(n), Papplication continue
v: [0,1] = Uln)
{%(1 —2t) si

t

o= O
IA A
~
IA A
[ NI

vy(2t —1) si

0) =
vérifie alors {7( )=z . D’oui la connexité par arcs de U(n).

1) =y
7.2.2 Tore du groupe unitaire

Définition Un tore compact est un groupe de Lie abélien, compact et conneze.
Un tore mazximal d’un groupe de Lie est un sous-groupe de Lie qui est un tore compact maximal au sens de ’inclusion.

Par exemple, T := U(1) = {z € C*,|z| = 1}, muni de la topologie induite est un tore.
Le sous-groupe T' de U(n) des matrices diagonales est aussi un tore : en effet, il est isomorphe en tant que groupe
topologique a T™. C’est aussi un tore maximal de U(n). En effet, en notant :

3]

Ty, = Jtl = o=tk =14,

1

on obtient une suite strictement croissante de tores pour l'inclusion : Ty C 1o C ... € T,, =T, avec des dimensions
en tant que variétés strictement croissantes.

Le sous-groupe T est bien évidemment un sous-groupe de Lie abélien, connexe et compact.

Supposons que T ne soit pas maximal. Alors il existe un sous-groupe de Lie compact, connexe, abélien M qui
contient strictement 7.

68



Or tout élément © € M commute avec tout élément de M (car M est abélien), donc avec tout élément de T. En
particulier, en prenant z = Diag(z1, ..., z,) € T = U(1)"™ avec les zi (k € [1,n]) deux & deux distincts, on a xz = zz,
ce qui donne

V1 S i,j S N, Tij2j = ZiLij-

Donc pour i # j, il vient z;; = 0.
Cela montre que M est constitué uniquement de matrices diagonales, donc M C T'; exclu!

Définition Le normalisateur de T est le sous-groupe de U(n) défini par N(T) :={g € U(n)|gTg~* = T}.
Remarque : T est distingué dans N (T), donc le quotient W := N(T')/T est un groupe, appelé le groupe de Weyl.
Proposition 52 Le groupe de Weyl W est isomorphe au groupe symétrique S,,.

Démonstration N(T) est ’ensemble des matrices unitaires dont chaque ligne et chaque colonne posséde exactement un
nombre complexe non nul.

En effet, d’'une part, si ¢ = (gs5)i,; € N(T), alors en particulier g € U(n), donc Vj € [[1,71]],z:|gij|2 =let Vi €

i=1
n

[1,n], Z | gij|2 = 1, ce qui signifie que dans chaque colonne et dans chaque ligne, il y a au moins un élément non nul.

j=1
D’autre part, si dans la i®™° ligne de g se trouvent (au moins) deux éléments non nuls (disons gi; et gi, avec j < k), alors en
choisissant ¢ = diag(t1,...,tn) € T tel que ¢; € U(1)\{1} et t, € U(1)\{1,¢;}, on aurait

Li(gt):[giltl s Gigty e Giktk "'gmtn-]

Or si g € N(T), alors gT = Tg, donc 3t € T, gt = t'g; en particulier on doit avoir L;(gt) = L;(t'g).

Mais pour chaque v = diag(u1, ...,un) € T, on a L;(ug) = [ Uigil -+ WiGij  ccc Wigik  ccc Wiin

Or, par définition de t; et ¢, et puisque g;; et g;x sont supposés non nuls, on a u;gi; 7 gijt; ou uigik 7 giklr. Cela fournit la
contradiction voulue.

On associe ensuite a chaque matrice M de N(T') 'application ¢(M) de 'ensemble [1,n] dans lui-méme définie de la maniére
suivante : & chaque colonne j de M, on associe le numéro ¢ =: Lys(j) de la ligne de M contenant 'unique élément non nul
M;; se trouvant dans la colonne j. L’application ¢(M) est clairement une permutation de [1,n].

On a construit ainsi une application
¢: N(T) — 6,

¢ est un homomorphisme de groupes. Si M, M’ € N(T), on a :
PMM') = ¢(M)p(M') <= Vj € [1,n], Larnrr (§) = Laa(Lar (7))

On observe alors que le membre de droite de ’équivalence précédente est vérifié en effectuant le produit matriciel MM’.
Ensuite, Papplication ¢ est surjective : si o € &, la matrice de permutation associée & o (c’est-a-dire la matrice de terme
générique 6@0(]-)) est un élément du normalisateur de T' qui a pour image o par ’application ¢.

Enfin, on voit que T = ker ¢.

Par conséquent, ¢ induit un isomorphisme de groupes ¢ : N (/T = 6. d

On considére maintenant ’action - du groupe U(n) sur lui-méme par conjugaison. Cette action induit une action
de U(n) sur 'ensemble € (U(n),C) des fonctions continues de U(n) & valeurs dans C. On note comme d’habitude
€ (U(n),C)Y™ T’ensemble des points fixes de €' (U(n),C) pour cette action.

On a aussi une action ¢ de &, sur T par permutation des éléments diagonaux qui correspond a l’action du
groupe de Weyl W (topologique en le munissant de la topologie discréte) sur T' (d’apres la proposition précédente).
Plus précisément, si z = (21,...,2,) € U(1)" et si P, est la matrice de permutation associée & 0 € &,,, alors
oz = P,2P; 1 = diag(z5-1(1), -++» Zo-1(n))- Cette action donne lieu a une action de W sur € (7', C) ; 'ensemble des
points fixes pour cette derniére action est noté € (T, C)"W.

Les ensembles € (U(n), C)V(™ et €(T,C)" sont naturellement munis d’une structure de C-algebre.

THEOREME 7.2 —
1. VzeU(n),teT,t €U(n)- x. De plus, TNU(n) -z =WJot.
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2. L’application
d: ¢U(MN),C)V™ — gT,Cc)v
f — f|Ta

alors bien définie, est un isomorphisme d’algébres.

Démonstration 1. Si z € U(n), x est semblable & une matrice diagonale ¢ € T avec une matrice de passage unitaire
d’apreés le théoréme 7.1. Cela se traduit par le fait que ¢ € U(n) - z, par définition de -.
De plus, si t' € TNU(n) -z, alors t’ est semblable & x, donc a mémes valeurs propres que x ; or c’est déja le cas pour
t. Donc & permutation prés des éléments de ¢, t = t'; autrement dit ¢ € W<t Réciproquement, si t' € WOt il s’agit
de voir que t' € U(n) - x. Or, par hypothése t’ et ¢ sont semblables via une matrice de permutation (donc unitaire) et
on sait que t et x sont semblables avec une matrice de passage unitaire. La relation de similitude étant transitive, il
résulte que ¢’ est semblable & x avec une matrice de passage unitaire. D’otu le résultat.

2. Si fe€U(n), (C)U(”)7 fir est continue sur 7', muni de la topologie induite. Puisque f est une fonction constante sur
les classes de conjugaison de U(n) et Wt C U(n) - t, fir est bien constante sur les orbites de 'action de W sur T
Cela montre que ® est bien définie. ¢ est évidemment un morphisme d’algebres.

Supposons fijr = for avec f1, fa € € (U(n),C)Y ™ Alors pour = € U(n), 3t € T,t € U(n) - x.

Donc 3g € G,t = gzg~*.

Or, fi(t) = f2(t) par hypothese, donc fi(gzg™') = fo(gzg™'). Comme fi et fo sont des fonctions de classe, il vient
donc finalement fi(x) = fao(z). Ainsi fi = f2 et ® est injectif.

Examinons a présent la surjectivité de &.
On se donne ¢ € €(U(n), (C)W. 1) est une application continue, constante sur les classes d’équivalences de la relation
R définie sur T par xRy <= Jw € W,y = wdx. On munit bien évidemment le quotient de T' par la relation R, noté
usuellement T'/W, de la topologie quotient.
Alors par la propriété universelle de la topologie quotient, ¥ induit une application 1 : T/W — C continue.
On introduit maintenant pour z € U(n) son polyndme caractéristique, que I’on écrit sous la forme X™ — a; X" +
as X" 2+ .+ (=1)"an, les a; étant des nombres complexes dépendant de z.
Cela fournit une application :

v: Um) — C©

z —  (a1,...,an).

En notant v = (y1,...,7»), en se souvenant que deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique et en

exploitant la continuité du déterminant, on montre que chaque ; est une fonction de classe continue sur U(n).

Si en particulier z € T, z s’écrit sous la forme z = diag(z1, ..., zn) avec les z; de module 1 et dans ce cas, le polynome
n

caractéristique de z est det(X I, — z) = | | (X — 2;), ce qui se réécrit encore :

det(XT, —2) = X" —e1(21,.0, 20) X" 4 .4+ (=1)"en(21, ..., 2n), oll les e; sont les fonctions symétriques élémentaires
introduites au paragraphe 6.1.3.
L’application -, restreinte au tore T, est donc donnée par :

’7|T: T — Cn
diag(z1,...;2n) > (e1(21, -y 2n)s oy €n(21, oy 2n))

Les coordonnées de ~r(diag(z1, ..., 2n)) étant des fonctions symétriques, il vient que vr est une fonction continue
constante sur chaque W-orbite (on a vu que W est isomorphe & G,,).

De plus, si 2,2’ € T sont tels que vy7(z) = vr(2'), alors Vi € [1,n], €i(21, ..., 2n) = €i(21, ..., z,). Cela implique qu’a
permutation prés de I'ensemble [1,n], 2; = z; pour tout i € [1,n]. Par définition de I’action de W sur T, cela veut
donc dire que zRz'.

En outre, on a y(U(n)) = y(T) : en effet, si g € U(n),It € T,t € U(n) - g. Donc 3¢’ € U(n),t = g'gg’~". Mais alors,
v(9) = (9" tg') =~ (t) € A(T).

Cette derniére remarque montre que 1 : T'— v(U(n)) est surjective.

Par conséquent, d’apres la propriété universelle de la topologie quotient, |7 induit une application continue bijective
Vip s TJW — (U (n).

~v(U(n)) est un sous-ensemble séparé de C" (car lui-méme est séparé). Puisque T est compact, le quotient T/W est
quasi-compact (car c’est 'image de la projection canonique (continue)).

Finalement, 47 est une application continue bijective du quasi-compact T'/W sur le séparé v(U(n)), donc un homéo-
morphisme.

On pose alors ¥ := 1 o fy(T_l ov:U(n) — C. Alors ¥ est continue comme composée d’applications continues; c¢’est
une fonction de classe sur U(n) car 7 l’est et on a bien W|p = 1. D’ott ® est surjectif.
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7.2.3 La formule d’intégration de Weyl

On conserve les notations introduites dans le paragraphe précédent.

T =T x {I,,} est évidemment un sous-groupe du groupe topologique U(n) x T (muni de la topologie produit).
Il y a donc une action de groupe topologique naturelle de T sur U(n) x T' que 'on précise ci-dessous :

Tx({Un)xT) — Um)xT
(t,(g,t")) — (gt )

On peut alors considérer 1’ensemble des orbites g7 (ou g décrit U(n)) pour cette action, noté comme d’habitude
Un)xT
L, muni de la topologie quotient, et qui est isomorphe au groupe produit U(n)/T x T (puisque Paction

définie ci-dessus n’est rien d’autre que le produit des actions de T sur U(n) et de I, sur T).

Pour la démonstration de la formule de Weyl, il est nécessaire d’introduire ’application

¢p: Un)/TxT — Un)
(9T,t) v+ gtg~!

Lemme 9 ¢ est bien définie, continue et surjective.

Démonstration On définit
f: Un)xT — U(n)
(9,t) = gtg™".
f est évidemment continue car le groupe U(n) est topologique.
La surjectivité de f est une conséquence immédiate du théoreme 7.1.

Si maintenant pour g € U(n) et t € T, on a (g,t) =~ (¢',t'), alors 3" € T, (¢',t") = (gt”"~*,t) par définition de I’action de T

sur U(n) x T.
Alors

~
T

flg't) = flgt" ')
= (gt Dtt"g™")
— g(t”_ltt")g_l
= gtg”!

f(g,t).

On vient de voir que f est constante sur les classes d’équivalences pour la relation d’équivalence associée a I’action de T sur

U(n) xT.
Un)xT
f induit donc une application continue surjective de %

. 0

car t,t” commutent puisque diagonales

sur U(n). On a donc aussi 'application continue surjective

Le groupe topologique U (n) est une variété différentielle (réelle) ; il s’agit en fait d’un groupe de Lie. On rappelle
que son algebre de Lie u(n) qui correspond a l'espace tangent & U(n) en 'élément neutre T, est le R-espace vectoriel
des matrices antihermitiennes de M, (C).

Le tore T est une sous-variété différentielle de U(n). On notera t 'espace tangent 77, (T') & T au point I,, qui est
donc un sous-espace vectoriel de u(n) (en fait une sous-R-algebre de Lie).

Proposition 53 L’espace vectoriel t est I’ensemble des matrices diagonales a coefficients imaginaires purs.

Démonstration Comme T est un sous-groupe de U(n), lui-méme sous-groupe de GL(n,C), t = {M ¢ M,C|'M =
—M et Vit € R,exp(tM) € T}.

Comme & t € T fixé, Papplication de U(n) dans lui-méme définie par g — gt ! est un difféomorphisme, 'ac-
tion topologique du sous-groupe T sur U(n) est une action différentiable. Il est clair que pour tout z € U(n), le
stabilisateur de « pour cette action est réduit a {I,,}; autrement dit, ’action est libre.

Ensuite, étant donné que T est compact, action de T sur U(n) est propre.

11 résulte de cela que Paction de T sur la variété différentielle U(n) est différentiable, libre et propre. L’ensemble
quotient U(n)/T a donc une structure de variété différentielle (quotient). De plus U'espace tangent Ter(U(n)/T)
peut étre identifié & T (U(n))/T.(T) = u(n)/t.

71



Définition Pour tout g € U(n), la différentielle en I, du difféomorphisme h — ghg=' de U(n) dans lui-méme est
notée Ad(g). Cela permet de définir lapplication Ad : U(n) — GL(u(n)) appelée représentation adjointe de U(n).

Proposition 54 -~ Vg € U(n),VX € u(n), Ad(g)(X) = gXg~'.
— Pourt € T, l'automorphisme Ad(t) laisse fize chaque élément de t.
On dispose ainsi d’une représentation quotient de T' sur u(n)/t, notée t — Ad(t)y(n) ¢

Démonstration — La premiére assertion est immédiate.
— On fixe t € T. On considére la composition suivante :

un) M wm) S um)t
X  — tXtT' — tXtTr 4t

o Ad(t) est évidemment une application linéaire.

Si X € kermo Ad(t), alors tXt™! € t, puis X s’écrit X =t *diag(ibh, ..., 10, )t, donc X = diag(ifs, ..., 10,) puisque t et
diag(ib1, ...,16,), étant deux matrices diagonales, commutent.

Par factorisation, on obtient donc un isomorphisme f(¢) : u(n)/t — u(n)/t tel que f(¢) om = m o Ad(t).

On a ainsi une application p : T — GL(u(n)/t) qui a t associe f(t). Il faut montrer que p est un morphisme de groupes.
Prenons pour cela ¢, ¢ € T. Alors pour x € u(n),

ptt)(m(z) = o Ad(t)(x)

= o (Ad(t) o Ad(t')(x))
= (mo Ad(t)) o Ad(t')(x))
= (f(t)om)o Ad(t')(x)

= f(t)o(ro Ad(t))(z)

= f(t)o (f(t')om)(z)

= p(t)op(t)(r(z))

et on a bien ce que 'on voulait.

Enfin, la continuité de l'application T' x u(n)/t — u(n)/t, qui a (¢, x) associe f(t)(z), résulte de la continuité de :

Txun) — un — u(n)/t
(t,x) s tat™! —  w(tat™h)

On définit a présent I'application :

J: T — C
t — det(Ad(til)u(n)/t_Idu(n)/t)

Lemme 10 1. J est d valeurs réelles ; plus précisément, ¥(z1, ..., z,) € U™, J(diag(z1, ..., 2n)) = H ErI
k<l
2. J(t) est le jacobien de ¢ en tout point (gT,t) avec g € U(n).

Démonstration 1. On fixe t = diag(z1,...,2n) € T.
On sait que u(n) est simplement un R-espace vectoriel (il n’est pas stable par la multiplication par A € C quelconque).
Pour calculer J(t) dans une base convenable, on complexifie u(n) de maniére & obtenir un C-espace vectoriel u(n)c;
en fait on obtient méme une C-algebre de Lie en étendant le crochet de Lie sur u(n) (R-bilinéaire) en un crochet de
Lie C-bilinéaire.
Une propriété essentielle est que u(n)c = gl(n, C). En outre, 'ensemble des matrices élémentaires {F;;,1 < i,5 < n}
est une base du C-espace vectoriel u(n)c.
Le complexifié de t est un C-espace vectoriel qui admet pour base {Ei;, 1 <1 < n}. Le C-espace vectoriel quotient, qui
est le complexifié de u(n)/t, admet donc pour base B :={E; ; + tc,i # j}.
On peut donc a présent calculer le déterminant de Ad(t_l)u(n)/t — Idy(n)/¢ dans cette base.
Or, Vi # 7,

(Ad(t™ ) ueny/t — Idueny ) (Eij + to)

I
&

—Eij +tc

I
—
N\
—-
N
<
|
—
N
—~
SIS
<.
+
—~
(@]
N
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La matrice de lapplication (Ad(til)u(m/t — Idy(n),¢) dans la base & est donc diagonale. Il en résulte que :

VORE | [ERE )
i#]
= H(zi‘lzj —1)(z; 2 - 1)
i<j
= H(Zj —z)(z =)
i<j
= [[&=-=2G-7),
i<j
les z; étant des nombres complexes de module 1. Le résultat découle directement de la derniére égalité.
. On fixe maintenant (g,t) € U(n) x T. On s’intéresse a la différentielle de application ¢ au point (¢7,t). On commence
par la différentielle de
a: Umn)xT — U(n)
(9:8)  — gtg~
au point (g,t) qui est une application linéaire de Ty (U(n)) x Ty(T) dans T,,,—1(U(n)).
On regarde la composition :

1

(g.,t.) —1g-1

B: Unm)xT 2 Umn)xT - U(n) 9t _g, U(n)
(zy)  —  (gzty)  — (go)(ty)(gx)™t = gt lwtyzTlgT = ~(g)(v(t ) (x).y.x ),

ou v :U(n) = Dif f(U(n)),y — (z — yay '). L’application 8 permet de se ramener & des différentielles d’appli-
cations y(h) (h € U(n)) au point I,. On peut donc ainsi exprimer aisément la différentielle de « en (g,t). Avec les
notations introduites auparavant et en sachant que "la différentielle d’un produit est la somme des différentielles", il
vient dag ¢(X,Y) = Ad(g)(Ad(t™1)(X) + Y — X), soit encore, dag+(X,Y) = Ad(g)((Ad(t™") — Id)(X) +Y).

A partir de 13, il n’est plus difficile de voir que la différentielle de ¢ au point (¢7',t) est donnée par :

dd(gr,e) (X +4Y) = Ad(g)((Ad(t™") — Id)(X) +Y),

cette écriture ayant un sens (le membre de droite ne dépend pas du représentant de la classe X + t choisi) car
I’endomorphisme Ad(t™') — Id de 'espace vectoriel u(n) est nul sur ¢ (puisque ¢! ainsi que tout élément de t est
diagonal).

On considére maintenant la somme directe : u(n)/t€p t. Par définition, le jacobien de ¢ en (¢T',¢) étant le déterminant
de d¢(yr,+) et comme le déterminant est multiplicatif, il vient

Jac(yr.né = det(Ad(g)) det ((Ad(fl) — 1) P Idt) .

En écrivant matriciellement I'application linéaire "somme directe" (Ad(t™") — Id)y(n)/¢ €D Id: (diagonale par blocs), on
obtient det((Ad(t™") — Id)un) P Ide) = J(t).

Ensuite, Papplication g — det Ad(g) est un morphisme continu de U(n) dans R*, donc son image est un sous-groupe
compact connexe de R*, donc est {1}. On obtient ainsi det Ad(g) = 1 et finalement le résultat.

On introduit & présent ’ensemble U(n)™*8 des éléments réguliers de U(n), constitué des matrices unitaires dont

les valeurs propres sont deux a deux distinctes.
On pose aussi 7% := T N U(n)"8.

Lemme 11 1. U(n)"™8 est un ouvert de U(n) ; aussi, T*8 est un ouvert de T pour la topologie induite.
2. ¢~ Y U(n)*8) = (U(n)/T) x T*8 et ¢ réalise un difféomorphisme local au-dessus de U(n) .
3. Vg € U(n)"¢, Card{¢™" ({g})} = W] = n!

Démonstration 1. On a la suite d’équivalences suivante :

M € U(n)™® <= les valeurs propres de M sont toutes distinctes
<= les racines (complexes) du polynéme caractéristique de M sont toutes distinctes
<= le discriminant du polynoéme caractéristique de M est non nul.

Puisque le discriminant d’un polynéme P est un polynéme en les coefficients de P, la condition est donc ouverte.
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2. Soit (¢T,t) € ¢~ (U(n)™8). Alors Ju € U(n)™8, gtg~" = u. Cela donne t = g~ ug. En particulier, ¢ et u ont méme
polynéme caractéristique, donc ¢ € U(n)™8. Ainsi t € T™%. D’ott ¢~ (U (n)™8) C (U(n)/T) x T"E. L’inclusion inverse
se montre avec le méme argument.

De plus, si t € T, t = diag(z1,...,2n) avec les z; deux a deux distincts. Il en résulte que le déterminant de la

différentielle de ¢ aux points (¢7',t), (g € U(n)), qui est J(t) = H |zi — z;]® est non nul. Le théoréme d’inversion
i<y

locale montre alors que ¢ réalise un difféomorphisme local d’un voisinage ouvert de (¢7',t) sur un voisinage ouvert de

¢(gT,t) inclus dans U(n)"®.

3. On prend g’ € U(n)™®. On veut voir que g’ a n! antécédents par ¢.
On sait qu’il existe (z7,t) € U(n)/T x T tel que xtz~' = ¢’. On définit I’application

& W=NT)/T — ¢ '({d})
gT —  (xg'T,gtg™").

D’abord, £ est bien définie : on vérifie que si 3’ € T, h = t'g, alors (xzh™'T,hth™') = (zg™'T, gtg™").

Si (2'T,t") € ¢~ ({g'}), alors ¢’ = 2’t’z’~*. On pose g := x'~'x. Alors d’une part, g € N(T). On détaille la justification
ci-apres.

Comme gtg~' =t € T, v désigne un vecteur propre de ¢ si et seulement si gv est un vecteur propre de t' (avec la méme
valeur propre). Or, Sp(t) = Sp(gtg™*) = Sp(t') et t € T™E. Par conséquent, les espaces propres sont de dimension 1.
Si v désigne un vecteur propre de t, on a donc :

1

X € C,tv = dw.
Or, en notant ¢t = diag(t1, ..., t») avec les t; deux & deux distincts, le sous-espace propre de ¢ associé & la valeur propre
0
t; est donné par Ey, (t) = Vect 1 , oli le seul élément non nul est situé & la j°™° ligne.
0

La relation gv = Av fournit donc g;; = A et ¢g;; = 0 pour ¢ # j. La colonne C; de g contient donc un seul élément non
nul. On en déduit que g est monomiale, c’est-a-dire g € N(T).

D’autre part, gtg~' = o’ otz 2’ = 2'"'¢'z’ = t'. Donc £(gT) = (2'T,t').

On a montré ainsi que & est surjective.

Enfin, si g, h € N(T) tels que £(gT) = £(hT), alors en particulier g~ *T = xh™'T, donc gT = hT. L’application & est
donc aussi injective.

Tl résulte de cette étude que € est une bijection de W sur ¢ ' ({¢’}). En particulier, Card(¢~*({g'})) = |W| = |G| = n!.
d

THEOREME 7.3 (FORMULE D’INTEGRATION DE WEYL) —
Si f € €(U(n),C)V™ | alors :

ei91

1 [ 2m 0 se2dfy  d
= — .. II We _ 0| 222 T
U(n)fdMU(n) ”!/0 /o f ' ’e ‘ | 2 2

eton k<l

Démonstration U(n) et T étant des groupes topologiques compacts, on peut considérer leurs mesures de Haar (normalisées)
[y (n) €t pr qui sont invariantes par translation a gauche (et & droite) par un élément de U(n) pour la premiére et par un
élément de T pour la seconde.

La mesure image de Ay(,) par la projection canonique U(n) — U(n)/T est une mesure borélienne réguliere sur U(n)/T que
I'on notera Ay (,),/r et qui est invariante par multiplication & gauche par un élément de U(n).

On admet que uU(n)((U(n)reg)B) =0 et pr((T79)%) = 0. On peut alors restreindre & U(n)™® (respectivement & T"%) le
domaine d’intégration d’une fonction continue sur U(n) (resp. sur T') sans changer la valeur de 'intégrale.

Soit f € €(U(n),C)YV™.

Alors,

fdpumy = / fdpun)
U(n)res

1
- oW/ Foo(gT,t) |Jacgr,ndl Avm)yr ® pr)(d(gT), dt).
¢~ H(U(n)re8)=U(n)/TXTre8

U(n)
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Or, fo¢(gT,t) = f(gtg™") = f(t) car on a supposé f centrale. Le théoréme de Fubini donne alors que

dpymy = — 1 Aunyr(d(gT J 7(d
L g = (f v D) ([ s
1

- 3
n! \ [,
%/f(dlag 21y ey 2 H|zzfz]\ pr(d(z1, ..., zn))

T

—_

2 2 6191
_ 1 T T . 0, i9l2d91 d@
*m/ /f R B
0 0 629" k<l

le passage de I’avant-derniére ligne a la derniére ligne étant justifié par le théoréme de Fubini et par 'exemple avec lequel se
termine le paragraphe 2.2.3.

7.2.4 Les caractéres du tore

T est un groupe abélien car formé de matrices diagonales, donc ses représentations irréductibles sont de degré
1, en vertu du théoréme 4.6. On notera X*(T") ’ensemble des caracteres linéaires continus de 7T'.

Lemme 12 Pour tout homomorphisme de groupes continu f : R — C*, il existe a € C tel que, pour tout t € R,

f(t) =e.

Démonstration Puisque f est continue, sa partie réelle Ze(f) est aussi continue. Comme f(0) = 1,

In > 0,Vt €] — n,n[, Ze f(t) >

N =

On choisit & présent p une fonction positive de classe €', définie sur R, & support dans [=7n,7n] et d’intégrale 1 (cela est
toujours possible en translatant et dilatant une fonction densité qui est déja de classe €).
Le produit de convolution p * f (donnant intuitivement de la régularité aux fonctions) est alors de classe €' et Vt € R,

(px f)(#)

/ p(u) (¢ — u)du
- / () f(—u)du.

Or,

[
\d
=
£
N
=2
=
\
£
g
S

v
Nf\»—‘ DN =
I
3 3

)

~

<

=

QU

<

En particulier, / p(u) f(—u)du # 0.
R

(P * f )( )
T o) (-
On peut alors, a ¢ fixé, derlver par rapport a s 'égalité f(t + s) = f(t)f(s), ce qui donne f'(t +s) = f(t)f'(s).
En particulier s = 0 donne que f vérifie Vt € R, f'(t) = f/(0) f ().
Comme f(0) =1, il vient finalement V¢ € R, f(t) = el (0t
Cela conclut la preuve avec a = f'(0) € C. O

Donc t — f(t) = est €.

Remarque : On aurait pu aussi considérer, a a # 0 fixé 'application F': z — / f(t)dt qui est de classe ¢!

car f est continue, puis remarquer que F'(x / f(u+ x)du et utiliser la propriété de morphisme de f. On voit

alors que f est de classe €' et on peut alors dériver comme précédemment.
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Proposition 55 L’application

P 7 -  X*(T)
21
(a1, ..., apn) +— — 2tz
Zn
est bien définie et est bijective.
Démonstration Pour un n-uplet (a1, ...,an) € Z" donné, 'application diag(z1, ..., 2n) +— 27'...25" est un homomorphisme
de groupes de T' dans C* qu’on a identifié & GL(1,C). Cela prouve que ® est bien définie.
Z1
Si ®(a1,...,an) = ®(b1,...,bn), alors ¥ €T, 20 ...28m = 2P 2bn Mais alors, pour i € [1,7n] fixé, en prenant
Zn
a;—b;

zj = 1 pour j # i, il reste V|z;| = 1, z; = 1. En écrivant alors z; sous la forme %, il vient V0 € R, 6(a; — b;) € 2nZ.
De cela, il reste Vt € R, t(a; — b;) € Z. En prenant en particulier un irrationnel pour ¢, on voit que nécessairement a; — b; = 0.
Cela montre 'injectivité de ®.
Pour démontrer la surjectivité de ®, on se ramene au cas n = 1 grace a la proposition 17.
11 faut voir que a — (z —— z%) (pour a € Z et z € U(1)) est surjective.
Soit ¢ : U(l) — C* un caractére linéaire continu de U(1). Etant donné que ¢ est un morphisme de groupes continu,
I’application
6: R — C*

to— @)
est aussi un morphisme de groupes continus comme composée de morphismes de groupes continus. Le lemme précédent donne
donc Dexistence de a € C tel que Vt € R, gzz(t) = e,

En observant que ¢ est 2m-périodique, il vient a € iZ, c’est-a-dire a := —ia € Z.
On a donc Vt € R, ¢(e'*) = (e™)* puis Vz € U(1), ¢(2) = 2°.
D’ou le résultat. g

Proposition 56 Soient p: T — GL(V) une représentation continue de T dans un espace vectoriel V' de dimension
finie k et x, son caractére. Alors il existe un polynome P d coefficients entiers positifs et un entier m € N tels que
pour chaque (21, ...,2,) € U(1)",

<1

Xp '.. e
Zn

P(Zla 7ZTL)

(21.02)™

Démonstration En vertu du théoréme 3.2 et parce que les représentations irréductibles de 71" sont de degré 1, on peut
k

écrire : p = @ p1 ou les p; sont des représentations linéaires continues de T' de dimension 1 (qu’on identifie & des caractéres
=1
linéaires).
k

Le caractere de la représentation p est alors donnée par x, = Z Xop; -

1=1
La bijection de la proposition précédente permet d’associer de maniére unique un n-uplet (ai(l),...,an(l)) € Z™ a chaque
caractere linéaire x,, .
11 résulte de cela : V(z1,...,z,) € U(1)",

k
Xp(diag(zl, ceey Zn)) = Z ZTI(D...ZZ”’(I),

=1

On pose m := — 11313 ({ai(l),a:(l) < 0} U{0}) € N.
sk
k

1 a a m
Alors, x,(diag(z1, ..., 2n)) = )™ Zzll<l)+m...zn"(l)+ , avec tous les a; (1) +m > 0.

=1
Le résultat en découle. O
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7.2.5 Les caractéres irréductibles du groupe unitaire

On se donne p = (p, ..., 4n) une suite finie décroissante d’entiers relatifs. Il existe alors une partition A\ =
(A1, ., Ap) et un entier m € N tel que g = (A1 — m, ..., Ay, — m).
On définit la fonction suivante :

Yy T — C
. Sx(21y ey 2n)
diag(zy, ..., 2 _
821, 2n) (21...20)™
Proposition 57 On a les propriétés suivantes concernant 1,
1. 4, € €(T,C)V.
len-&-n—l Z{tz+n—2 zi»n-ﬁ-o
smatn—1 L ue+n—2 . un+0
. n n n

2. V(21 .0, 2n) € U™, Yy (diag(za, ..., 2n)) = — 5

Zl Zl e Zl

z;”l zﬁfQ Zg

Démonstration (1) découle immédiatement du fait que les fonctions de Schur sont des polynémes symétriques et du fait
que pour toute permutation o € Sn, (25(1)---Zo(n))" = (21...22)™".

Quant a (2), il s’agit simplement d’une réécriture de v, (diag(z1,...,2,)) & partir de la définition des fonctions de Schur
5)\:&‘;%01\15:(71—1,“.,1,0). O

L’isomorphisme d’algebres du théoreme 7.2 donne des fonctions de classe x,, sur U(n) dont les restrictions a T’
sont les 9,,.
On va prouver que les x,, sont les caracteres irréductibles recherchés.

Proposition 58 Soit p une représentation continue de dimension finie du groupe unitaire. Alors, il existe un
polynome P € Z[X1, ..., X,,]%" a coefficients positifs et un entier m € N tels que la restriction a T du caractére de

p soit donnée par

. P(z sy Bmy
V(21,0 2n) € U(1)”7Xp(dlag(2’1, e Zn)) = ((lez)m)

Démonstration En tant que caractére d’une représentation, x, est un élément de € (U(n), (C)U("). Donc d’apres le théoreme
7.2, XplT € %ﬂ(T7 (C)W
Ensuite, x,r = X, v et d’apres la proposition 56,

ResT P

P ey Zn
3P € ZXi, o Xol, 3m € N, (a1, oy 20) € U)X, 000, (ding(21, ey 20)) = Plz1, s 2n)

(len)m

Enfin, x, 1 € €(T, C)", donc Xp|T est un point fixe pour l'action de &, sur ¢ (7, C). On voit ainsi, en utilisant I'injectivité
de l'application qui, a la fonction polynomiale () définie sur C™ associée & un polynome Q) de Z[X1, ..., X,], associe la fonction
polynémiale Q1 restreinte & U(1)" =T, que P est aussi un point fixe pour laction de &,, sur Z[X1, ..., Xy]. d

On rappelle qu’en tant que groupe topologique compact, U(n) est associé au produit scalaire
(flo)vm) = / [ dpg(ny-
U(n)

Proposition 59 Si u = (p1,...,14n) €t v = (V1,...,0p) sont deux suites décroissantes d’entiers relatifs, alors
<X,LL|X1/>U(7L) = 5,u,1w

Démonstration D’apres la formule d’intégration de Weyl,

Xulx)umy = / XuXv AU (n)
U(n)

61 ei01

i
B 1 27 27 € ' '
= X . Xv .
0 0 0 0

& &

2
oy db,

o o

H(ewj ety

j<k
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Il résulte de la proposition précédente qu’il existe deux partitions A et A\’ et deux entiers naturels m et m’ tels que V(z1, ..., z,,) €

U™ u(z1, .y 2n) = w et ¥y (21, .0y 2n) = M Mais quitte & rajouter & chaque composante de X la méme
s Zm Z1...2n

différence m’ — m (en supposant m’ > m), on peut toujours supposer m = m/’.
Puis, comme Yk € [1,n],e%ei% =1, on a

o 0, 0, do, db,
XulXum) = / / 01 e ) sn (€1, efn) H(e O3 _ ¢t 2—;;

i<k
Puis en utilisant que as(e®*, ..., %) = H(eiej — €'%) (déterminant de Vandermonde), il vient :
j<k
1600, - - d@l d@
Xulxv)om) = / / arps(e, . e )axurs(e’g%~--’€’9”)§-~-T;-
Ensuite, par définition, pour toute partition m# = (m1,..., ), ax(21,...,2n) = Z e(a)zf"(”...z:"("). Finalement, apres
oSy

interversion des symboles Z et f , et en remarquant que les variables d’intégration sont séparées,

n 27
i — ,.ydo
Xulxv)um) = Z e(o)e(o”) H (/0 el ((A+8) (k) =(A +6) (k>>27:) )

0,0’ €S, k=1

— 1% cas: A= X.Alorsaussi A\+ 6 = X + 3 et donc V1 <i <n, \; = \,.
Pour o = 0/, on a donc V1 < k < n,e Ok (OF0)o (1) =N 4051 ) — 1
Pour o # ¢',31 < k < mn,0(k) # o(k’). Comme X est une partition et § est une partition strictement décroissante,

A+ 0 est aussi une partition strictement décroissante. En conséquence, (A + )’y # (A + 6) o k)-

27
; 2 sia=
En utilisant & présent / e % g4, = , il reste donc :
0 0 sia ;é
1
Xalxv)um = — LY ey = = —Card &, = 1.

o=0o’

— 2% cas: A # N, cest-d-dire A+ & # X + 6, soit encore Fig, (A + )iy # (N + 8)iq-

Pour g = O'/, on a (/\ + (5)0.(0—1(1-0)) # ()\/ + 6)0(0*1(1‘0))'
27 , n 27 ) ,
DOl’lC, / ezga_l(io) <()\+6)a(0_1(130))_(>\ +6)U(G_1(i0))) = 0’ puis H (/ 67’9"'(0‘4"»6)‘7(7“)7()‘ +5)U(’€))C§0k> =0 puisque le
™
0 0

k=1
produit comprend le terme avec k = o' (ip) qui est nul.
Pour 0 # ¢',31 < k < n,o(k) # o(k’). Si on avait VI € [1,n], (X 4+ 8)orq) = (A + 8)s(), alors comme X + § et A+
sont strictement décroissantes, il viendrait nécessairement ¢’(l) = o (l) pour tout .
Ainsi, 3l € [[1 n]] ()\l + 5) (1) #+ ()\ + 5)5(”

W 10k (AF8) 5 (1) =(N'+8) o (1)) Wk B —0.
i 0 2

Par conséquent, (x.|Xv)u(n) = 0.
D’ou le résultat. U

Mais alors, il vient aussitot

::]:

M

THEOREME 7.4 —
Les fonctions x,, forment exactement l'ensemble des caractéres des représentations irréductibles de U(n) lorsque p
décrit l’ensemble des suites décroissantes formées de n entiers relatifs.

Démonstration Soient (p, V) une représentation irréductible de dimension finie de U(n) et x, le caractére (irréductible)
associé. D’apres la proposition 58, I3m € N, 3P € Z[X1, ..., X, |, V(21, ..., z0) € U(1)",

P(z1,...y2n)
diag(z1, ..., 2n)) = ——1—~.
Xﬂ( g( 1yeeey )) (len)m
P étant un polynoéme symétrique, il se décompose sur les fonctions de Schur de la maniere suivante : P = ZO‘S » ou la

A
somme porte sur ’ensemble des partitions de longueur n et les ¢y sont des entiers relatifs.

Ensuite, ’ensemble des partitions de longueur n est en bijection avec ’ensemble des suites décroissantes formées de n entiers
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relatifs supérieurs & —m via I'application A = (A1,..., A\p) —> = (A1 —m, ..oy A — M).
Ainsi, en renommant cy par ¢, si A et u correspondent dans la bijection précédente :

. Sx(21y...y2n
G(ding(on ) = 3 ey )
A
_ Zcuxﬂ(diag(zhmyzn))

I

L’isomorphisme d’algebres de la proposition 7.2 donne donc

Xp = Z CuXp-

©w

Maintenant, le théoréme 4.1 affirme que (X,|X,)um) = 1.
Autrement dit, en utilisant la proposition précédente,
D lel® =1
N

De cela, on tire que tous les ¢, sont nuls sauf un qui vaut £1. Ainsi, x, = £xu.

Le signe a garder est finalement + car on observe que les restrictions de x, et de x, au tore T sont toutes les deux données
par des polynémes & coefficients entiers positifs. Pour x,r, la proposition 56 en est une preuve; la définition de la fonction
Xu|T = ¥, fait intervenir une fonction de Schur, qui est un polynéme a coefficients positifs d’aprés I’expression donnée par
le théoreme de Littlewood.

Ainsi xp, = xu-

A ce stade, on a donc montré que ’ensemble des caractéres irréductibles de U(n) est inclus dans ’ensemble des x,, ou u
décrit 'ensemble des suites décroissantes de n entiers relatifs.

S’il existe une suite décroissante p formée de n éléments de Z telle que x, n’est pas un caractére irréductible, alors x,
est une fonction de classe continue, non nulle (par définition), et on a pour toute suite décroissante v de n entiers relatifs
différente de p, (xu|Xv)u(n) = 0.

Mais alors, comme d’aprés ce qui précéde, tout caractére irréductible de U(n) est un x, (v # p), on a que x, est orthogonal
a tous les caracteres irréductibles de x,. Cela est en contradiction avec le théoreme de Peter-Weyl.

Finalement, on a bien ce que I’on voulait montrer. O
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Conclusion - Remerciements

Ce mémoire m’a permis de découvrir la théorie des représentations des groupes finis et compacts. L’étude des
représentations de dimension finie d’un groupe donné passe avant tout par la détermination des caracteres irréduc-
tibles de ce groupe. Pour cela, on est bien souvent, comme dans les cas du groupe symétrique et du groupe unitaire
que j’ai étudiés, amené a manipuler des concepts et outils rattachés a différents domaines des mathématiques. On
peut notamment étre trés admiratif devant 'efficacité des tableaux de Young qui permettent de démontrer sans
grande peine des relations liant les familles de polynémes symétriques.

Je tiens aussi a remercier mon maitre de mémoire, Pierre Baumann, qui a consacré beaucoup de temps a la
relecture et & la correction du texte en me communiquant d’ailleurs plusieurs conseils de formulation et de rédac-
tion. En outre, j'ai bénéficié d’explications claires et précises concernant certains points mathématiques importants
(en relation intime mais aussi en marge avec le contenu du mémoire) sur lesquels les ouvrages n’insistent pas toujours.

* %
*
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