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Introduction.

Ce mémoire constitue une approche géométrique moderne à un système hamiltonien spécifique, le problème de
Kepler. Il s’agit d’un travail de synthèse qui est certes loin d’être exhaustif, mais qui présente les outils nécessaires
pour en faire l’étude et dans lequel on reprend, reformule et complète les études menées jusqu’alors en ce qui
concerne la géométrie de certains objets rattachés au problème de Kepler.

Le premier chapitre présente les notions fondamentales de la géométrie symplectique et le formalisme de la
mécanique hamiltonienne indispensables pour la suite. Après l’introduction des systèmes hamiltoniens, on explique
ce qu’est le flot géodésique qui s’avère être plus loin intimement lié au problème de Kepler. Les deux dernières
sous-parties tissent un lien entre la théorie des groupes de Lie et la géométrie symplectique.

Dans le deuxième volet, on étudie la classe des systèmes intégrables ; on présente différents exemples et on en
vient aux théorèmes majeurs d’Arnold-Liouville et de Mischenko-Fomenko.

Ensuite, la présentation du problème de Kepler et l’introduction des concepts de symétrie et régularisation four-
nissent la motivation de l’étude de ce système hamiltonien. On précise qu’on s’attachera essentiellement à l’étude
du problème restreint aux niveaux d’énergie négative ; lorsqu’il y aura lieu de le faire, on fera simplement quelques
remarques concernant les niveaux d’énergie positive.

La quatrième partie est consacrée essentiellement au problème de Kepler en petite dimension ; on en présente
les aspects géométriques et topologiques ainsi qu’une première régularisation, due à Levi-Civita. C’est l’occasion,
en outre, d’observer le comportement des orbites de collision suite à la régularisation.

Puis, on décrit deux procédés de régularisation en dimension quelconque : la régularisation de Moser, plutôt
intuitive et qui repose sur la projection stéréographique classique, puis celle de Ligon et Schaaf, dont la construction
est plus subtile mais qui a l’avantage d’être une vraie régularisation au sens de la définition précise que l’on donnera.

Le sixième chapitre est sans doute celui qui complète ou précise les articles traitant de la géométrie du pro-
blème de Kepler. Il constitue notamment une véritable approche géométrique fondée sur les propriétés de la variété
d’Einstein et aboutit à une présentation de l’espace des phases du problème régularisé comme variété symplectique
réduite. La dernière sous-partie traite le cas particulier de la dimension 3 et utilise un autre théorème de réduction
symplectique.

Enfin les dernières pages de ce mémoire proposent une ouverture à l’étude des systèmes hamiltoniens à force
centrale plus généraux, voire à leur régularisation.
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1 Eléments de géométrie symplectique et mécanique hamiltonienne.
1.1 Variétés symplectiques : définitions, propriétés élémentaires et exemples.
1.1.1 Définition et premières conséquences.

Définition On appelle variété symplectique la donnée d’un couple (M,ω) où M désigne une variété différentielle
et ω une 2-forme différentielle fermée (dω = 0) et partout non-dégénérée, c’est-à-dire

∀p ∈M, ∀x ∈ TpM, (∀y ∈ TpM, ω(x, y) = 0 =⇒ x = 0).
Remarque
Une telle forme différentielle ω est aussi appelée forme symplectique. �

Exemple
Pour tout n ≥ 1, l’espace R2n muni de la 2-forme différentielle

ω =
n∑
i=1

dx2i−1 ∧ dx2i,

où (x1, ..., x2n) est un système de coordonnées de R2n est une variété symplectique. �

Lemme 1 Soit φ une forme bilinéaire antisymétrique non-dégénérée sur l’espace vectoriel Rn.
Alors n est pair et si A désigne la matrice de φ dans la base canonique de Rn,

∃ P ∈ GL(n,R), tPAP =



0 −1
1 0

0 −1
1 0

. . .
0 −1
1 0


.

Démonstration
La matrice A définie dans l’énoncé est antisymétrique car φ l’est et inversible car φ est non-dégénérée.
L’égalité tA = −A implique en prenant le déterminant : detA = (−1)n detA, ce qui montre bien que n est pair. On note
n = 2p, où p ∈ N∗.

Montrons à présent la deuxième partie du lemme.
Prenons x1 ∈ Rn\{0}. Puisque φ est non-dégénérée, il existe y1 vecteur non-nul de Rn tel que φ(y1, x1) 6= 0. Quitte à
multiplier y1 par le scalaire 1

φ(y1,x1) , on peut supposer que φ(y1, x1) = 1. Comme φ(x1, x1) = 0, on a bien sûr y1 et x1
non-colinéaires.
Notons P1 := Vect(x1, y1). On a alors

Mat(x1,y1)φ|P1 =
[

0 −1
1 0

]
et ainsi φ|P1 est non-dégénérée. Autrement dit, si P⊥1 := {x ∈ Rn|∀y ∈P1, φ(x, y) = 0}, on a P1 ∩P⊥1 = {0}.
Comme φ est non-dégénérée, on a l’égalité dim P1 + dim P⊥1 = n et ainsi d’après ce qui précède

Rn = P1 ⊕P⊥1 .

Puisque Rn est de dimension finie, on a P⊥⊥1 = P1, donc P⊥1 ∩P⊥⊥1 = {0}, donc φ|P⊥ est non-dégénérée sur P⊥.
On se ramène ainsi au cas où p est changé en p− 1.
Il existe donc x2, y2 ∈P⊥1 \{0} tels que φ(y2, x2) = 1 et notant P2 := Vect(x2, y2), on a :

P⊥1 = P2 ⊕P⊥2 .

Continuant ainsi de proche en proche, on obtient finalement n = 2p vecteurs x1, y1, x2, y2, ..., xp, yp qui forment une base B′
de Rn et p plans vectoriels Pi, où 1 ≤ i ≤ p, tels que Rn =

⊕p

i=1 Pi et

MatB′φ =



0 −1
1 0

0 −1
1 0

. . .
0 −1
1 0


.
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Notant B la base canonique de Rn et P la matrice de passage de B à B′, on obtient le résultat voulu. �

Corollaire 1 Si (M,ω) est une variété symplectique, alors la dimension de M est paire.

Démonstration
Pour m ∈ M , le R-espace vectoriel TmM isomorphe à RdimM est muni de la forme bilinéaire antisymétrique non-dégénérée
ωm. Le lemme précédent montre donc que dimM est un entier pair. �

Remarque
Comme toute 2-forme différentielle sur une variété de dimension 2 est fermée, il s’ensuit que toute variété de
dimension 2 orientable peut être munie d’une structure symplectique (il suffit de prendre pour forme symplectique
une forme volume).
On va voir dès le paragraphe suivant que les variétés symplectiques ne sont pas rares dans la nature. �

1.1.2 Le fibré cotangent d’une variété comme variété symplectique.

On rappelle que si M est une variété différentiable de dimension n, son fibré cotangent défini par

T∗M :=
⋃
m∈M

{m} × T∗mM

est naturellement muni d’une structure de variété différentiable de dimension 2n.
Plus précisément, si un atlas de M est donné par la famille d’applications

φi : Ui ⊂M → Vi ⊂ Rn ,

on construit un atlas de T∗M à partir de l’atlas précédent pour lequel, à chaque application φi, est associée une
application

φ̃i :
⋃
m∈Ui{m} × T∗mM −→ Vi × (Rn)∗

(m, f) 7−→ (φi(m), f ◦ (Dmφi)−1) .

On montre dans ce paragraphe que le fibré cotangent T∗M d’une variété différentiable M possède une structure
symplectique naturelle.

On note Π : T∗M →M la projection canonique. Cette application est différentiable ; on note DΠ : T∗M → TM
son application tangente.

Définition On définit la forme de Liouville α sur T∗M comme étant la 1-forme différentielle qui à tout élément
(x, f) de T∗M associe la forme linéaire v 7−→ f

(
D(x,f)Π(v)

)
sur T(x,f)(T∗M).

Dans la suite de ce paragraphe, on considère une variété différentielle M de dimension n ∈ N∗ et sa forme de
Liouville associée α.

Proposition 1 Considérons au voisinage de x ∈M une carte (U, φ) de M , dont les coordonnées locales sont notées
x1, ..., xn. Notons x1, ..., xn, p1, ..., pn les coordonées locales dans la carte associée de T∗M .
Dans cette carte, la forme de Liouville a pour expression

α =
n∑
i=1

pidx
i.

Démonstration
Si (ek)1≤k≤n désigne la base canonique de Rn et (e∗k)1≤k≤n sa base duale, on a donc des applications :

φ : U ⊂M −→ V ⊂ Rn

m 7−→
n∑
k=1

xk(q)ek

et
φ̃ :

⋃
m∈U{m} × T∗mM −→ V × (Rn)∗

(m, f) 7−→

(
n∑
k=1

xk(q)ek,
n∑
k=1

pk(f)e∗k

)
,
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de sorte que

∀m ∈ U , ∀f ∈ T∗mM, f ◦ (Dmφ)−1 =
n∑
i=1

pi(f)e∗i .

Remarquons en outre que si pr1 : R2n → Rn désigne la projection sur les n premières coordonnées, on a pr1 ◦ φ̃ = φ ◦ Π, ce
qui entraîne aussitôt

∀(m, f) ∈ T∗M, pr1 ◦D(m,f)φ̃ = Dmφ ◦D(m,f)Π.

De plus, la carte associée à φ̃ du fibré cotangent T∗(T∗M) à la variété T∗M est donnée par :

ψ :
⋃

(m,f)∈∪p∈U{p}×T∗pM
{(m, f)} × T∗(m,f)(T∗M) −→ (V × (Rn)∗)×

(
R2n)∗

((m, f), ζ) 7−→ (φ̃(m, f), ζ ◦ (D(m,f)φ̃)−1)
.

Alors, prenant (m, f) ∈ T∗M , notant un peu abusivement 1 φ̃(m, f) = (x1, ..., xn, p1, ..., pn) (où x1, ..., xn, p1, ..., pn sont
ici des réels), et prenant β1, ..., β2n ∈ R, la proposition sera démontrée si l’on prouve l’égalité

ψ(α ◦ ψ̃−1(x1, ..., xn, p1, ..., pn)(β1, ..., β2n) =
n∑
i=1

pjβj .

Or,

ψ(α ◦ ψ̃−1(x1, ..., xn, p1, ..., pn))(β1, ..., β2n) = α(m, f)
(
(Dm,f φ̃)−1(β1, ..., β2n)

)
= f

(
D(m,f)Π ◦ (D(m,f)φ̃)−1(β1, ..., β2n)

)
= f ◦ (Dmφ)−1 (Dmφ ◦D(m,f)Π ◦ (D(m,f)φ̃)−1(β1, ..., β2n)

)
=

n∑
i=1

pi(f)e∗i (pr1 ◦D(m,f)φ̃ ◦ (D(m,f)φ̃)−1(β1, ..., β2n))

=
n∑
i=1

pi(f)e∗i (pr1(β1, ..., β2n))

=
n∑
i=1

pi(f)e∗i (β1, ..., βn).

Proposition 2 La différentielle extérieure de la forme de Liouville α est une forme symplectique sur T∗M .

Démonstration
La 2-forme différentielle dα est évidemment fermée.
Elle est aussi partout non-dégénérée : en effet, si x ∈M , si x1, ..., xn sont des coordonnées locales au voisinage de x, alors la
forme de Liouville s’exprime dans les coordonnées locales x1, ..., xn, p1, ..., pn par la formule

α =
n∑
i=1

pidx
i

si bien que dans ces coordonnées, on a aussi

dα =
n∑
i=1

dpi ∧ dxi.

Remarque
La forme symplectique dα est appelée forme symplectique canonique sur T∗M .
Le fibré cotangent T∗M , muni de la forme dα, est donc muni d’une structure de variété symplectique, dite structure
symplectique canonique. �

1.1.3 Feuilletage caractéristique d’une hypersurface d’un fibré cotangent.

Proposition 3 Soit M une variété et soit ω la forme symplectique canonique sur le fibré cotangent T∗M de M .
Pour toute hypersurface Σ de T∗M , pour tout x ∈ Σ, le noyau de la forme bilinéaire

(
ω|Σ
)
x
est un sous-espace

vectoriel de TxΣ de dimension 1.

Par conséquent, sur toute hypersurface Σ de T∗M est définie une distribution de dimension 1 (donc intégrable),
que l’on note Ker(ω|Σ).

1. En fait, on a identifié Rn et son dual.
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Définition Soient ω la forme symplectique canonique sur le fibré cotangent T∗M d’une variété M et Σ une hyper-
surface de T∗M . Le feuilletage associé à la distribution intégrable Ker(ω|Σ) s’appelle feuilletage caractéristique de
l’hypersurface Σ.

Remarque
Reprenant ce qui précède et notant FΣ le feuilletage caractéristique de l’hypersurface Σ, on définit une relation
binaire sur Σ par :

x ∼ y ⇐⇒
(déf)

x et y appartiennent à la même feuille de FΣ

qui est clairement une relation d’équivalence sur Σ. L’espace quotient associé à cette relation d’équivalence sera
noté Σ/FΣ ; il correspond de manière évidente à l’espace des feuilles (caractéristiques). �

Enfin, on donne un premier théorème de "réduction symplectique" concernant les feuilletages caractéristiques
décrits ci-dessus.
Théorème 1.1 —
Soient ω la forme symplectique canonique sur le fibré cotangent T∗M d’une variété M et Σ une hypersurface de
T∗M .
On suppose que l’espace des feuilles caractéristiques est muni d’une structure de variété lisse pour laquelle la
surjection canonique τ : Σ −→ Σ/FΣ est une submersion.
Alors l’espace des feuilles caractéristiques est muni d’une forme symplectique ω̃ telle que τ∗ω̃ = ω|Σ.

1.1.4 Les morphismes symplectiques.

Définition Soient (M1, ω1) et (M2, ω2) deux variétés symplectiques de même dimension et f : M1 → M2 une
application différentiable.

1. On dit que f est symplectique ou un symplectomorphisme local si f∗ω2 = ω1.
2. On dit que f est un symplectomorphisme si c’est à la fois un symplectomorphisme local et un difféomorphisme.

Proposition 4 1. Un symplectomorphisme local est un difféomorphisme local.
2. La composition de deux symplectomorphismes (respectivement locaux) est un symplectomorphisme (respecti-

vement local).
3. L’inverse d’un symplectomorphisme est un symplectomorphisme.

Démonstration
On démontre uniquement la première partie de la proposition, les deux autres sont des conséquences immédiates des propriétés
fonctorielles (contravariantes) du tiré-en-arrière.
Supposons alors que f : (M1, ω1)→ (M2, ω2) soit un symplectomorphisme local, avec M1 et M2 de dimension 2n.
Soit p ∈M . En vertu du théorème d’inversion locale et parce que dim TpM1 = dim Tf(p)M2, le résultat sera démontré si l’on
montre que l’application linéaire Dpf : TpM1 → Tf(p)M2 est injective.
Or, si u ∈ TpM1 vérifie Dpf(u) = 0, alors pour tout v ∈ TpM1, on a :

ω1p(u, v) = (f∗ω2)p(u, v)
= ω2f(p)(Dpf(u), Dpf(v))
= 0.

Comme ω1p est non-dégénérée, on a bien u = 0. �

Corollaire 2 Un symplectomorphisme local qui est bijectif est un symplectomorphisme.

Démonstration
Cela résulte du point 1. de la proposition précédente et du théorème d’inversion globale. �

Proposition 5 Soient M et N deux variétés et soit φ : M → N un difféomorphisme. Alors φ se relève en un
symplectomorphisme T∗φ : T ∗M → T ∗N (les espaces cotangents T∗M et T∗N sont bien sûr munis de leur structure
symplectique canonique).
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Démonstration
Avec les hypothèses de la proposition, on définit :

T∗φ : T∗M −→ T∗N
(x, λ) 7−→ (φ(x), β),

où
β : Tφ(x)N −→ R

v 7−→ λ
(
(Dxφ)−1(v)

)
.

Cette application est clairement C∞, inversible et d’inverse également C∞.
Pour montrer qu’elle est symplectique, on montre la relation (T∗φ)(αN ) = αM entre formes de Liouville ; cela est essentiel-
lement une conséquence du fait que le diagramme

T∗M
T∗φ //

ΠM
��

T∗N

ΠN
��

M
φ

// N

commute, où ΠM et ΠN désignent les projections canoniques de fibrés cotangents. �

1.1.5 Le théorème de Darboux.
Théorème 1.2 (de Darboux) —
Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 2n. Tout point deM possède un voisinage qui est le domaine d’une
carte telle que, si l’on note x1, ..., x2n les coordonnées locales associées, la forme symplectique ait pour expression
locale

n∑
i=1

dxn+i ∧ dxi.

Remarque
Une carte telle que décrite dans l’énoncé est appelée carte symplectique canonique ou de Darboux. �

Corollaire 3 Deux variétés symplectiques de même dimension sont localement symplectomorphes.

Voici une proposition que l’on peut déduire du théorème de Darboux.

Proposition 6 Toute variété symplectique (M,ω) est orientable.

Démonstration
Il suffit de montrer l’existence d’une forme volume sur M .
Dans un système de coordonnées locales x1, ..., xn, y1, ..., yn, ω s’écrit sous la forme

ω =
n∑
i=1

dxi ∧ dyi,

en vertu du théorème de Darboux.
Un calcul élémentaire montre que dans ce système de coordonnées,

ωn = n! dx1 ∧ dy1 ∧ dx2 ∧ dy2 ∧ ... ∧ dxn ∧ dyn
= (−1)

n(n−1)
2 n! dx1 ∧ ... ∧ dxn ∧ dy1 ∧ ... ∧ dyn

,

ce qui prouve que la 2n-forme différentielle wn est partout non nulle. �

1.2 Champs de vecteurs hamiltoniens.
On rappelle que si X désigne un champ de vecteurs différentiable sur une variété différentiable M :
– il existe pour tout point p ∈ M un intervalle ouvert Ip de R contenant 0 et une application différentiable
cp : Ip → X tels que cp(0) = p et pour tout t ∈ Ip, c′p(t) = X(cp(t)) ;

– deux applications différentiables c1 : I1 → M et c2 : I2 → M qui vérifient pour i ∈ {1, 2} ci(0) = p et pour
tout t ∈ Ii, c′i(t) = X(ci(t)) coïncident sur I1 ∩ I2 ;
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– pour tout p ∈M , il existe ε > 0, il existe Up voisinage ouvert de M contenant p tels que l’application

Up×]− ε, ε[ −→ M
(x, t) 7−→ cx(t)

soit différentiable.
En particulier, cela permet de définir le flot local au voisinage de p. Pour tout t ∈]− ε, ε[, on a une application :

φtX : Up −→ M
x 7−→ φtX(x) := cx(t).

Notation
Si A est un champ de vecteurs sur M et B est une application définie et différentiable sur M (B peut être une
fonction différentiable ou un champ de vecteurs différentiable par exemple), on notera A ·B l’application définie sur
M par la formule

∀m ∈M,A ·B(m) := DmB(A(m)).

On rappelle également que l’on peut définir le crochet de deux champs de vecteurs différentiables X,Y sur une
variété M par la formule :

[X,Y ] := d

dt |t=0

(
φtX
)∗
Y,

et que l’on a localement la formule bien connue

[X,Y ] = X · Y − Y ·X.

1.2.1 Produit intérieur, dérivée de Lie et champs de vecteurs.

Définition Soient X un champ de vecteurs différentiable sur une variété différentiable M et η une forme différen-
tielle sur M .
On appelle dérivée de Lie de η selon X et on note LXη la forme différentielle de même degré définie par la formule

LXη = d

dt |t=0
(φtX)∗η.

Proposition 7 Soit α une n-forme différentielle sur une variété différentielle M et soit X un champ de vecteurs
sur M que l’on suppose lisse. Pour tout p ∈M et pour tous u1, ..., un ∈ Tp(M), on a :

(LXα)p(u1, ..., un) = Dpα(X(p))(u1, ..., un) +
n∑
k=1

αp(u1, ..., uk−1, DpX(uk), uk+1, ..., un).

Démonstration
On fait la démonstration en supposant que M est un ouvert d’un certain RN .
On a par définition :

(LXα)p(u1, ..., un) = d

dt |t=0
(φtX)∗αp(u1, ..., un)

= d

dt |t=0
αφt

X
(p)(Dpφ

t
X(u1), ..., DpφtX(un))

= [Dφt
X

(p)α(X(φtX(p)))(DpφtX(u1), ..., DpφtX(un))+∑n

k=1 αφtX (p)(DpφtX(u1), ..., d
dt

(DpφtX(uk)), ..., DpφtX(un))]|t=0

.

Compte tenu du fait que d

dt |t=0
Dpφ

t
X = DpX (égalité qui découle du lemme de Schwarz sur les dérivées croisées) et φ0

X = Id,
il résulte que

(LXα)p(u1, ..., un) = Dpα(X(p))(u1, ..., un) +
n∑
k=1

αp(u1, ..., uk−1, DpX(uk), uk+1, ..., un).

Définition Soit M une variété différentielle et soit X un champ de vecteurs sur M . Pour toute forme différentielle
η de degré n, on définit la (n − 1)-forme différentielle iXη, appelée produit intérieur de η par X, par la formule
suivante : pour tout x ∈M , pour tous v1, ..., vn−1 ∈ TxM ,

iXηx(v1, ..., vn−1) = ηx(X(x), v1, ..., vn−1).
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Le lemme suivant montre comment la dérivée de Lie est liée au produit intérieur et à l’opérateur de différentiation
extérieure.

Lemme 2 Si X et Y désignent des champs de vecteurs lisses, on a les relations :
1. LX = iX ◦ d+ d ◦ iX (formule de Cartan) ;
2. LX iY − iY LX = i[X,Y ].

Démonstration
Ici encore, les formules étant compatibles avec les changements de carte, on fait la démonstration en supposant que M est
un ouvert d’un certain RN .
On rappelle que si η désigne une forme différentielle de degré n surM , la différentielle extérieure de η est la forme différentielle
de degré n+ 1 définie par :

∀p ∈M,∀v1, ..., vn+1 ∈ TpM, dηp(v1, ..., vn+1) =
n+1∑
k=1

(−1)k−1Dpη(vk)(v1, ..., v̂k, ..., vn).

On en vient à présent à la démonstration des points 1 et 2.
1. On considère une forme α de degré n, un point p de M et n vecteurs u1, ..., un appartenant à TpM .

Etant donné que pour k ∈ J1, nK et v1, ..., vn−1 ∈ TpM ,

Dp(iXα)(uk)(v1, ..., vn−1) = Dpα(uk)(X(p), v1, ..., vn−1) + αp(DpX(uk), v1, ..., vn−1),

on a aussitôt

d(iXα)p(u1, ..., un) =
n∑
k=1

(−1)k−1 (Dpα(uk)(X(p), u1, ..., ûk, ..., un) + αp(DpX(uk), u1, ..., ûk, ..., un)) .

De plus,

iX(dα)p(u1, ..., un) = dαp(X(p), u1, ..., un)

= Dpα(X(p))(u1, ..., un) +
n∑
k=1

(−1)kDpα(uk)(X(p), u1, ..., ûk, ..., un)

si bien qu’en sommant les deux égalités obtenues

(iX ◦ d+ d ◦ iX)αp(u1, ..., un) = Dpα(X(p))(u1, ..., un) +
n∑
k=1

(−1)k−1αp(DpX(uk), u1, ..., ûk, ..., un)

= Dpα(X(p))(u1, ..., un) +
n∑
k=1

αp(u1, ..., uk−1, DpX(uk), uk+1, ..., un)

= LXα(u1, ..., un),

la dernière égalité résultant de la proposition 7.
2. Prenant encore α de degré n, pour p ∈M , pour u1, ..., un−1 ∈ TpM , on a d’une part d’après la proposition 7

LX(iY α)p(u1, ..., un−1) = Dp(iY α)(X(p))(u1, ..., un−1) +
n−1∑
k=1

iY αp(u1, ..., uk−1, DpX(uk), uk+1, ..., un−1)

= Dpα(X(p))(Y (p), u1, ..., un−1) + αp(DpY (X(p)), u1, ..., un−1)

+
n−1∑
k=1

αp(Y (p), u1, ..., uk−1, DpX(uk), uk+1, ..., un−1).

D’autre part,

iY (LXα)p(u1, ..., un−1) = (LXα)p(Y (p), u1, ..., un−1)
= Dpα(X(p))(Y (p), u1, ..., un−1) + αp(DpX(Y (p)), u1, ..., un−1)

+
n−1∑
k=1

αp(Y (p), u1, ..., uk−1, DpX(uk), uk+1, ..., un−1).

En faisant la différence des deux égalités obtenues, on aboutit à :

(LX ◦ iY − iY ◦ LX)α)p(u1, ..., un−1) = αp(DpY (X(p))−DpX(Y (p)), u1, ..., un−1)
= αp([X,Y ](p), u1, ..., un−1)
= (i[X,Y ]α)p(u1, ..., un−1).

D’où le résultat voulu. �
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On termine ce paragraphe par une formule faisant intervenir le crochet de Lie de deux champs de vecteurs
différentiables.

Proposition 8 Pour tous champs de vecteurs différentiables X,Y sur une variété M , pour toute fonction f deux
fois différentiable sur M , on a :

[X,Y ] · f = X · (Y · f)− Y · (X · f).

Démonstration
On suppose que M est un ouvert d’un certain RN .
Calculons pour m ∈M , X · (Y · f)(m).
On a ∀p ∈M,Y · f(p) = Dpf(Y (p)). Donc en dérivant, on obtient

∀p ∈M,∀u ∈ TpM,Dp(Y · f)(u) = D2
pf(u, Y (p)) +Dpf(DpY (u))

si bien que
X · (Y · f)(m) = Dm(Y · f)(X(m))

= D2
mf(X(m), Y (m)) +Dmf(DmY (X(m))).

On a de même
Y · (X · f)(m) = D2

mf(Y (m), X(m)) +Dmf(DmX(Y (m))).
Comme la dérivée seconde en m est bilinéaire symétrique (d’après Schwarz), on obtient :

X · (Y · f)(m)− Y · (X · f)(m) = Dmf(DmY (X(m)))−Dmf(DmX(Y (m)))
= Dmf([X,Y ](m))
= [X,Y ] · f(m).

Cela achève la démonstration. �

1.2.2 Champs hamiltoniens.

Définition Soient (M,ω) une variété symplectique et X un champ de vecteurs différentiable sur M .
On dit que X est localement hamiltonien si LXω = 0.
On dit que X est globalement hamiltonien s’il existe une fonction différentiable f telle que iXω = −df . Dans ce
cas, on dit que f est un hamiltonien associé à X.

Remarque
S’il n’y a pas de risque de confusion, on dit aussi parfois qu’un champ X globalement hamiltonien est "hamiltonien"
tout court. �

Proposition 9 Soient (M,ω) une variété symplectique et X un champ de vecteurs différentiable sur M dont le flot
est noté φtX . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. X est localement hamiltonien
2. d(i(X)ω) = 0.
3. (φtX)∗ω = ω.

Démonstration
L’équivalence entre (1) et (2) est une conséquence immédiate du deuxième point du lemme 2.
L’équivalence entre (1) et (3) résulte de la formule suivante, valide pour toute forme différentielle η :

(φtX)∗(LXη) = d

dθ |θ=t
((φθX)∗η).

Corollaire 4 Un champ de vecteurs (globalement) hamiltonien est localement hamiltonien.

Notons que nous avons une réciproque partielle au corollaire précédent. En effet, notant comme d’habitude
H1(M) le premier espace de cohomologie de De Rham de la variété M , on peut énoncer la proposition suivante.

Proposition 10 Si (M,ω) est une variété symplectique telle que H1(M) = 0, tout champ de vecteurs localement
hamiltonien sur M est hamiltonien.
Démonstration
Supposons que X soit un champ de vecteurs localement hamiltonien sur M . La proposition 9 montre que i(X)ω est fermée.
Mais puisque H1(M) = 0, toute 1-forme fermée est exacte. Autrement dit, il existe une fonction f différentiable (c’est-à-dire
une forme différentielle de degré nul) telle que i(X)ω = −df . �
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Proposition 11 Soient X et Y deux champs de vecteurs localement hamiltoniens sur (M,ω).
Alors le champ [X,Y ] est globalement hamiltonien et a pour hamiltonien iY iXω = ω(X,Y ).

Démonstration
Utilisant le lemme 2, on a d’une part

LX iY ω = i[X,Y ]ω

puisque LXω = 0.
D’autre part,

LX iY ω = (iXd+ diX)iY ω
= diX iY ω car diY ω = 0
= d(ω(Y,X))
= −d(ω(X,Y )).

Il s’agit finalement de comparer les deux égalités obtenues. �

La proposition suivante constitue l’ingrédient fondateur de la mécanique hamiltonienne.

Proposition 12 Soit (M,ω) une variété symplectique et f une fonction lisse (c’est-à-dire de classe C∞) sur M à
valeurs dans R.
Alors il existe un unique champ de vecteurs Xf sur M tel que iXfω = −df . De plus, Xf est lisse et c’est un champ
de vecteurs hamiltonien.

Démonstration
Soit m ∈M . Comme ω : TmM × TmM → R est une forme bilinéaire non-dégénérée, l’application

Φ : TmM −→ T∗mM
y 7−→ (x 7→ ω(y, x))

est un isomorphisme de R-espaces vectoriels.
Puisque −Dmf est une forme linéaire sur TmM , il résulte qu’il existe un unique élément noté Xf (m) ∈ TmM tel que
∀x ∈ TmM,ω(Xf (m), x) = −Dmf(x).
On définit ainsi une application Xf : M → TmM qui à x ∈M associe Xf (m) ∈ TmM . Par définition, on a iXfω = −df .

Pour ce qui est de la différentiabilité de Xf , on suppose que M est un certain Rn. Prenons m ∈ M = Rn et montrons
que Xf est différentiable en m.
Comme Df est dérivable en m, on peut écrire dans l’espace des formes linéaires sur Rn :

Dm+hf −Dmf −D2
mf(h) = ||h||ε(h),

où ||.|| est une norme sur Rn et ε(h) tend vers la forme nulle dans l’espace des formes linéaires sur Rn quand h tend vers 0.
Exploitant l’isomorphisme précédent, il existe pour tout h un unique vecteur de TmM noté DmXf (h) tel que ∀u ∈
TmM,ω(DmXf (h), u) = −Dm(Df)(h)(u) = −D2

mf(h)(u). Maintenant,
– L’application h→ DmXf (h) est linéaire : si h, h′ ∈ TmM et λ ∈ R, on a pour tout u ∈ TmM ,

ω(DmXf (h) + λDmXf (h′), u) = ω(DmXf (h), u) + λω(DmXf (h′), u)
= −D2

mf(h)(u)− λD2
mf(h′)(u)

= −D2
mf(h+ λh′)(u)

Or, DmXf (h+λh′) est l’unique élément de TmM qui vérifie : ∀u ∈ TmM,ω(DmXf (h+λh′), u) = −D2
mf(h+λh′)(u).

D’où DmXf (h) + λDmXf (h′) = DmXf (h+ λh′).
– Aussi, ∀u ∈ TmM,ω(Xf (m + h) − Xf (m) − DmXf (h), u) = ||h||ε(h)(u), ce qui se réécrit Φ(Xf (m + h) − Xf (m) −
DmXf (h)) = ||h||ε(h). Exploitant maintenant la continuité de Φ−1, on aboutit à la relation

Xf (m+ h)−Xf (m)−DmXf (h) = o(||h||).

On a donc montré la différentiabilité de Xf en m.
Pour montrer le caractère lisse de Xf , on procède de la même façon de proche en proche, utilisant que pour tout k ≥ 1,
ω(Dk

mXf (u1, ..., uk), x) = −Dk+1
m f(u1, ..., uk, x).

Remarque
Le champ de vecteurs lisse Xf de la proposition s’appelle champ hamiltonien associé à f . �
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Proposition 13 Si f, g sont des fonctions lisses sur la variété symplectique (M,ω) et si λ est un réel, alors on a
pour tout m ∈M ,

Xf+g(m) = Xf (m) +Xg(m) et Xλf (m) = λXf (m).

Démonstration
Soit x ∈ TM . On a :

ω(Xf (m) +Xg(m), x) = ω(Xf (m), x) + ω(Xg(m), x)
= −Dmf(x)−Dmg(x)
= −Dm(f + g)(x).

Or par définition, Xf+g(m) est l’unique vecteur de TmM qui vérifie ∀x ∈ TmM,ω(Xf+g(m), x) = −Dm(f +g)(x). Il s’ensuit
que Xf+g(m) = Xf (m) +Xg(m).
La deuxième égalité de la proposition se montre de la même manière. �

Notons E := {Xf |f ∈ C∞(M)}. On déduit aisément de la proposition précédente le fait suivant.

Corollaire 5 Les applications

+ : E × E −→ E et · : R× E −→ E
(Xf , Xg) 7−→ Xf+g (λ,Xf ) 7−→ Xλf

munissent E d’une structure de R-espace vectoriel.

1.3 Notion d’équivalence entre champs de vecteurs.
Définition Soient M et N deux variétés et X et Y deux champs de vecteurs sur les variétés respectives M et N .
On note φtX : M →M et φtY : N → N les flots correspondants.
On dit que X et Y (ou que les flots correspondants) sont conjugués s’il existe f : M → N un difféomorphisme tel
que

∀m ∈M,f(φtX(m)) = φtY (f(m)).
On dit que X et Y (ou que les flots correspondants) sont équivalents s’il existe f : M → N un difféomorphisme,
une famille (Im)m∈M d’intervalles de R et une famille (sm)m∈M de difféomorphismes croissants sm : Im ⊂ R→ R
tels que

∀m ∈M,f(φtX(m)) = φ
sm(t)
Y (f(m)).

Lemme 3 Soient M et N deux variétés, f : M → N un difféomorphisme local et X et Y deux champs de vecteurs
sur les variétés respectives M et N tels que X = f∗Y .
Alors les flots de X et de Y sont conjugués via f , autrement dit

∀m ∈M,f(φtX(m)) = φtY (f(m)).

Démonstration
Il s’agit de remarquer que t 7→ f(φtX(m)) est une courbe intégrale de Y qui passe par f(m) en t = 0.

Lemme 4 Soit X un champ de vecteurs lisse sur une variété M dont le flot est noté φtX (t est un paramètre
"temporel" appartenant à un certain intervalle ouvert I de R contenant 0) et soit m un point de M . On suppose
qu’il existe f ∈ C∞(M) tel que pour tout t ∈ I, f(φtX(m)) > 0.
Alors l’application

sm : I −→ R
t 7−→

∫ t
0

dτ
f(φτ

X
(m))

définit un C∞-difféomorphisme croissant sur son image. De plus, si γ désigne la courbe intégrale de X satisfaisant
γ(0) = m, alors la courbe γ ◦ s−1

m est la courbe intégrale du champ de vecteurs f.X telle que γ ◦ s−1
m (0) = m.

Autrement dit,
φ
s−1(u)
X (m) = φufX(m),

ou encore
φtX(m) = φ

sm(t)
fX (m).

En particulier, les champs X et fX sont équivalents sur M .
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Démonstration
Il s’agit simplement de dériver l’application composée u 7−→ γ ◦ s−1(u), d’écrire γ ◦ s−1(u) = φ

s−1(u)
X (m) et de remarquer que

dγ ◦ s−1(u)
du

= (f.X)(φs
−1(u)
X (m)).

Lemme 5 Soient M et N deux variétés symplectiques, F un hamiltonien sur N et f : M → N un symplectomor-
phisme local.
Alors pour tout m ∈M,XF◦f (m) = f∗XF (m).

1.4 Crochets de Poisson : généralités et structure de Poisson sur l’ensemble des
fonctions lisses sur une variété symplectique

Définition On appelle algèbre de Poisson réelle toute R-algèbre commutative (A,+, ·,×) munie d’une application
R-bilinéaire {, } : A×A → A, appelée crochet de Poisson, qui satisfait aux axiomes suivantes :

1. ∀f, g ∈ A, {f, g} = −{g, f} (antisymétrie)
2. ∀f, g, h ∈ A, {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 (identité de Jacobi)
3. ∀f, g, h ∈ A, {f, g × h} = h× {f, g}+ g × {f, h} (identité de Leibniz).

Remarque
Toute algèbre de Poisson A est en particulier une algèbre de Lie en définissant pour crochet de Lie le crochet de
Poisson associé à A. �

On considère maintenant une variété symplectique (M,ω) et la R-algèbre commutative des fonctions de classe
C∞ sur M à valeurs dans R, notée C∞(M).
On a vu au paragraphe 1.2 qu’à chaque fonction f ∈ C∞(M) est associé un champ hamiltonien Xf . On définit
pour tout couple (f, g) ∈ C∞(M)2 la fonction

{f, g} : M −→ R
m 7−→ ω(Xf (m), Xg(m)) .

La proposition 12 montre que Xf et Xg sont lisses sur M . Ainsi, on obtient une application

{, } : C∞(M)× C∞(M) −→ C∞(M)
(f, g) 7−→ {f, g}

Proposition 14 L’application {, } vérifie les propriétés suivantes.
1. ∀f, g ∈ C∞(M), {f, g} = −{g, f}
2. ∀f, g ∈ C∞(M),∀m ∈ M, {f, g}(m) = −Dmf(Xg(m)) = Dmg(Xf (m)), ce que l’on peut réécrire de manière

plus compacte sous la forme {f, g} = −Xg · f = Xf · g
3. {, } est R-bilinéaire
4. ∀f, g, h ∈ C∞(M), {f, gh} = h{f, g}+ g{f, h}
5. ∀f, g ∈ C∞(M), X{f,g} = [Xf , Xg]
6. ∀f, g, h ∈ C∞(M), {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.

Démonstration
1. Ce premier point résulte de l’antisymétrie de la forme symplectique ω.
2. L’égalité {f, g}(m) = −Dmf(Xg(m)) est une conséquence directe de la définition deXf . L’antisymétrie de {, } implique

évidemment la deuxième égalité.
3. Comme {, } est antisymétrique, il suffit de montrer que {, } est linéaire à gauche. Or cela résulte de la proposition 13

et de la linéarité à gauche de ω.
4. Pour f, g, h et m comme dans la proposition, on a compte tenu du deuxième point :

{f, gh}(m) = Dm(gh)(Xf (m))
= h(m)Dmg(Xf (m)) + g(m)Dmh(Xf (m))
= h(m){f, g}(m) + g(m){f, h}(m)

5. Cela découle aisément de la proposition 11.
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6. Utilisant le deuxième point et la proposition 11, on a :

{f, {g, h}} = Xf · (Xg · h)
{g, {f, h}} = Xg · (Xf · h)
{{f, g}, h} = [Xf , Xg] · h

D’où
{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = {f, {g, h}} − {g, {f, h}} − {{f, g}, h}

= Xf · (Xg · h)−Xg · (Xf · h)− [Xf , Xg] · h
= 0,

la dernière égalité résultant de la proposition 8.

Corollaire 6 L’application {, } munit C∞(M) d’une structure d’algèbre de Poisson.

1.5 Systèmes hamiltoniens, définition et écriture locale.
Soit (M,ω) une variété symplectique et m un point de M . En vertu du théorème de Darboux, on peut trouver

au voisinage de m un système de coordonnées locales x1, ..., xn, p1, ..., pn tel que ω s’exprime dans ces coordonnées

sous la forme ω =
n∑
i=1

dpi ∧ dxi.

Soit H ∈ C∞(M). On a associé un unique champ hamiltonien XH tel que

∀p ∈M, ∀u ∈ TpM,ω(XH(p), u) = −DpH(u).

Pour p dans un voisinage contenant m décrit comme précédemment, on a

XH(p) =
n∑
i=1

(
∂H

∂pi
(p) ∂

∂xi
− ∂H

∂xi
(p) ∂

∂pi

)
.

En effet, il suffit (en raison de l’unicité de XH(p)) de voir qu’avec cette expression, on a bien
n∑
i=1

dpi ∧ dxi(XH(p), u) = −DpH(u),

ce qui est un calcul simple d’algèbre extérieure.
Remarque
Cette expression du champ de vecteurs hamiltonien en carte canonique permet d’obtenir l’expression locale du
crochet de Poisson de deux fonctions f, g ∈ C∞(M). On a en effet (après avoir remplacé H par f puis g dans
l’expression obtenue précédemment) :

{f, g} =
n∑
k=1

(
∂f

∂pi

∂g

∂xi
− ∂f

∂xi
∂g

∂pi

)
.

Définition On appelle système hamiltonien, et on note (M,ω,H), la donnée sur une variété symplectique (M,ω)
d’un hamiltonien H (élément de C∞(M)) et du système différentiel défini par

c′(t) = XH(c(t)),

où XH désigne le champ de vecteurs hamiltonien sur (M,ω) associé à H et où c est une application définie sur un
intervalle ouvert I de R et à valeurs dans M .
Remarques

– S’il n’y a pas d’ambiguité particulière à propos de la forme symplectique considérée sur M , on notera aussi
parfois simplement (M,H) pour désigner un système hamiltonien.

– Reprenant les éléments qui précèdent cette définition, le système hamiltonien se réécrit localement sous la
forme suivante, en convenant que c(t) s’écrive localement (x1(t), ..., xn(t), p1(t), ..., pn(t)) :

∀i ∈ J1, nK,


dxi

dt
= ∂H

∂pi

(
x1(t), ..., xn(t), p1(t), .., .pn(t)

)
dpi
dt

= −∂H
∂xi

(
x1(t), ..., xn(t), p1(t), ..., pn(t)

) .
Ce sont les équations de Hamilton. �
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1.6 Le flot géodésique sur le fibré tangent à une variété pseudo-riemannienne.
On introduit ici un objet qui va apparaître à plusieurs reprises dans la suite : le flot géodésique d’une variété

munie d’une métrique pseudo-riemannienne.
On précise que pour toute variété M , le fibré cotangent T∗M sera implicitement muni de sa structure symplectique
canonique.
On commence par la proposition suivante.

Proposition 15 Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne. Il existe un unique champ de vecteurs G sur le fibré
tangent TM dont les trajectoires sont de la forme t 7→ (γ(t), γ̇(t)) ∈ TM où γ est une géodésique sur M .

Définition Pour une variété pseudo-riemannienne (M, g), le champ de vecteurs introduit dans la proposition pré-
cédente s’appelle champ de vecteurs géodésique sur TM .

Remarque
Le flot géodésique sur le fibré tangent à une variété pseudo-riemannienne (M, g) est donc le groupe à un paramètre
φt de difféomorphismes de ce fibré défini par

∀(u, v) ∈ TM,φt(u, v) = d

dt
(γ(u,v)(t)),

où γu,v est l’unique géodésique de M telle que γu,v(0) = u et d
dt |t=0γ(u,v)(t) = v. �

Remarque
La métrique pseudo-riemannienne g, partout non-dégénérée, permet de définir un isomorphisme de fibrés vectoriels
ψ : TM 7−→ T∗M donné fibre par fibre par

ψm : TmM −→ T∗mM
X 7−→ (Y 7→ gm(X,Y )).

Cela permet en outre de définir, pour tout m, une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur T∗mM par
g∗m(u1, u2) := gm(ψ−1

m (u1), ψ−1
m (u2)). �

Définition Le fibré tangent unitaire à une variété pseudo-riemannienne (M, g) est défini par

T1M :=
⋃
m∈M

{m} × {X ∈ TmM |gm(X,X) = 1}.

Le fibré cotangent unitaire à une variété pseudo-riemannienne (M, g) est défini par

T∗1M :=
⋃
m∈M

{m} × {u ∈ T∗mM |g∗m(u, u) = 1}.

Remarque
Pour une géodésique γ, d

dtg(γ̇, γ̇) = 0, donc le flot du champ de vecteurs géodésique G préserve T1M .
Aussi, on parle de champ de vecteurs géodésique sur T1M . �

Théorème 1.3 —
Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne.

– La 1-forme de Liouville λ sur le fibré cotangent T∗M induit une forme de contact sur T∗1M , encore notée λ.
De plus, le champ de vecteurs de Reeb Rλ associé à cette forme de contact est dual au champ de vecteurs
géodésique G sur T1M , au sens où ψ∗Rλ = G.

– Soit H : T∗M → R le hamiltonien défini par H(m,u) = 1
2g
∗
m(u, u). Alors le long de H−1( 1

2 ) = T∗1M , le champ
de vecteurs de Reeb Rλ est égal au champ de vecteurs hamiltonien XH (défini via la forme symplectique dλ).

Remarque
On utilisera le théorème précédent de la manière suivante : si (M, g) est une variété pseudo-riemannienne et si l’on
identifie T∗M à TM comme plus haut, alors la fonction

G : T∗M −→ R
(m,u) 7−→ 1

2gm(u, u)

est le hamiltonien dont le champ de vecteurs associé en restriction à T∗1M = G−1 ({ 1
2
})

est le champ de vecteurs
géodésique. On dira simplement que G est le hamiltonien géodésique. �
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Prêtons plus particulièrement attention aux variétés munies d’une métrique partout non-dégénérée mais ni
définie positive ni définie négative. Pour ce qui est de la terminologie, on conviendra qu’une telle variété est "stric-
tement pseudo-riemannienne" ou "munie d’une métrique pseudo-riemannienne stricte". Par exemple, une variété
munie d’une métrique lorentzienne (de signature (1, n − 1) si n désigne la dimension de la variété) est une variété
strictement pseudo-riemannienne.
L’existence de la structure symplectique canonique sur le fibré cotangent d’une variété va permettre de donner
quelques caractérisations de certaines géodésiques particulières de variétés pseudo-riemanniennes strictes. 2 La dé-
finition suivante précise le cadre d’étude.

Définition Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne stricte.
On appelle géodésique de lumière de (M, g) toute géodésique t 7→ γ(t) telle que pour tout t, gγ(t)(γ′(t), γ′(t)) = 0. 3

De plus, si
G : T∗M −→ R

(x, β) 7−→ 1
2g
∗
x(β, β)

désigne le hamiltonien géodésique associé à la variété (M, g), le champ de vecteurs hamiltonien associé à G restreint à
l’hypersurface T+

0 M := {(x, β)|β 6= 0 et G(x, β) = 0} de T ∗M est appelé champ de vecteurs géodésique de lumière.

Remarque
Les projetés des orbites de XG|T+

0 M
dans M sont les géodésiques de lumière. 4 �

Proposition 16 Soient (M, g) une variété pseudo-riemannienne stricte et G le hamiltonien géodésique associé.
Les orbites du champ de vecteurs géodésique de lumière coïncident avec les feuilles du feuilletage caractéristique de
l’hypersurface T+

0 M de T∗M .

Démonstration
Appelons ω la forme symplectique canonique sur T ∗M . Il s’agit de voir que la distribution engendrée par XG|T+

0 M) coïncide
avec la distribution qui à tout élément (x, β) de T+

0 M associe le noyau de la forme bilinéaire ω(x,β). Pour des raisons de
dimension, il suffit de voir que XG(x, β) appartient à Ker(ω|T+

0 M
)(x,β), or cela résulte de ce que ∀u ∈ T(x,β)

(
T+

0 M
)
,

ω(x,β)(XG(x, β), u) = −D(x,β)G(u)
= 0.

Proposition 17 Soit (M, g) une variété strictement pseudo-riemannienne. Deux métriques dans la classe conforme
de g possèdent les mêmes géodésiques de lumière non-paramétrées.

Démonstration
Prenons g̃ une métrique conforme à g. On note T+

0,gM et T+
0,g̃M les hypersurfaces de T∗M associées respectivement à g et

g̃ comme dans la définition ci-dessus.
Comme g̃ est conforme à g, il est évident que les hypersurfaces T+

0,gM et T+
0,g̃M sont les mêmes. Il y a par définition un et un

seul feuilletage caractéristique sur l’hypersurface T+
0,gM = T+

0,g̃M ; ainsi, d’après la proposition précédente, les deux champs
de vecteurs géodésique de lumière (correspondant aux deux métriques pseudo-riemanniennes strictes g et g̃) ont les mêmes
orbites. La remarque ci-dessus montre donc que les géodésiques de lumière non-paramétrées sont les mêmes. �

1.7 Action d’un groupe de Lie sur une variété symplectique.
On commence par une définition générale.

Définition Soit G un groupe de Lie et g son algèbre de Lie. On appelle action coadjointe de G sur g∗ (dual de g)
l’action donnée par l’application

G× g∗ −→ g∗

(g, ν) 7−→ t(Ad(g−1))(ν)

Remarque
Il s’agit en fait de la représentation contragrédiente Ad∗ de la représentation adjointe Ad : G→ GL(g). �

2. Cette structure symplectique particulière était déjà utilisée dans le théorème 1.3.
3. Informellement, une géodésique de lumière est parcourue à "vitesse nulle".
4. Ici, il faut évidemment comprendre géodésiques non-paramétrées, c’est-à-dire leurs trajectoires indépendamment du paramétrage.
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Les actions de groupes de Lie sur les variétés symplectiques qui sont vraiment intéressantes et que l’on étudiera
font l’objet de la définition suivante.

Définition Soit G un groupe de Lie agissant à gauche de manière lisse sur une variété symplectique (M,ω) via
l’application φ : G × M → M . Pour tout g dans G, on note φg le difféomorphisme de M dans M défini par
x 7−→ φ(g, x). On note g l’algèbre de Lie de G et g∗ son dual.
Pour tout X ∈ g, on appelle champ fondamental associé à X l’application

XM : M −→ TM
x 7−→ d

dt |t=0φ(exp(−tX), x). 5

L’action φ est dite symplectique si ∀g ∈ G,φ∗gω = ω (autrement dit G agit par symplectomorphismes).
Elle est dite hamiltonienne si elle est symplectique et s’il existe une application moment, c’est-à-dire une application
lisse µ : M → g∗ telle que pour tout X dans g, pour tout m dans M et pour tout u dans TmM ,

ωm(XM (m), u) = −Dmµ(u) ·X,

et qui soit G-équivariante pour l’action de G sur M et l’action coadjointe de G sur g∗.

Remarques
– Si une action d’un groupe de Lie sur une variété symplectique est hamiltonienne, alors pour tout X ∈ g, XM

est globalement hamiltonien.
– Une action symplectique d’un groupe de Lie G sur une variété (M,ω) n’est pas loin d’être "localement ha-
miltonienne" en le sens suivant : tout élément ξ ∈ g définit comme plus haut un champ de vecteurs ξM
sur M ; or,

(
φtξM

)∗
ω = ω puisque l’action est symplectique si bien que LξMω = ω en vertu de la propo-

sition 9. Si en plus ξM est globalement hamiltonien pour tout ξ ∈ g, alors il existe f(ξ) ∈ C∞(M) telle
que Dm(f(ξ))(u) = ωm(ξM (m), u) pour m ∈ M et u ∈ TmM ; à partir de là, il est aisé de construire une
application lisse µ : M → g∗ telle que pour tout ξ dans g, pour tout m dans M et pour tout u dans TmM ,
ωm(ξM (m), u) = −Dmµ(u) · ξ. Néanmoins, il ne s’agit pas d’une application moment au sens de la défini-
tion donnée puisque la G-équivariance pour les actions citées dans la définition n’est pas vérifiée. En vérité,
l’application µ est G-équivariante pour l’action de G sur g∗ qui est une action "affine" dont la partie linéaire
est donnée par l’action coadjointe. Notons que si le groupe G est compact ou semi-simple, il est possible de
trouver un point fixe pour cette action "affine" et donc de changer l’application µ en une véritable application
moment. �

Proposition 18 Soit (M,ω) une variété symplectique telle que H1(M) = 0 et soit G un groupe de Lie agissant
sur M . Alors l’action de G sur M est symplectique si et seulement si elle est hamiltonienne.

Démonstration
C’est essentiellement une conséquence de la proposition 10. �

Proposition 19 On suppose qu’un groupe de Lie G agit sur une variété symplectique (M,ω) de façon hamilto-
nienne.
Si ν ∈ g∗ est laissé fixe par l’action coadjointe de G sur g∗, l’action de G sur M induit une action lisse de G sur
µ−1({ν}).

Démonstration
Il s’agit pour l’essentiel de voir que si g ∈ G et x ∈ µ−1({ν}), alors g · x ∈ µ−1({ν}).
Or, par G-équivariance de µ, on a

µ(g · x) = Ad∗(g)(µ(x))
= Ad∗(g)(ν)
= ν.

D’où le résultat. �

Etant donnés un groupe de Lie G et une action hamiltonienne (par exemple à gauche) de G sur une variété sym-
plectique lisse (M,ω), le quotient G\M n’est en général pas une variété et encore moins une variété symplectique.
Même le quotient de M par une action libre et propre de G (qui possède une structure de variété pour laquelle la
projection canonique M → G\M est une submersion lisse) ne possède pas de structure symplectique en général.
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Notamment, puisque dimM est paire, si dimG est un entier impair, la variété quotient est de dimension impaire ;
dans ce cas, il ne peut pas exister de forme symplectique sur le quotient.

Le théorème ci-après montre qu’il est possible de munir des quotients particuliers d’une structure symplectique.
C’est un théorème de réduction symplectique.

Théorème 1.4 (de Marsden-Weinstein-Meyer) —
Soit G un groupe de Lie d’algèbre de Lie g et soit (M,ω) une variété symplectique munie d’une action hamiltonienne
de G dont µ : M → g∗ est l’application moment.
Soit ν ∈ g∗ laissé fixe par l’action coadjointe. On nomme i : µ−1({ν}) ↪→M l’inclusion.
Si l’action de G sur µ−1({ν}) est libre et propre, alors

1. µ−1({ν})/G est une variété lisse de dimension dimM − 2 dimG et la surjection canonique

Π : µ−1({ν})→ µ−1({ν})/G

est une submersion lisse ;
2. de plus, il existe une unique forme symplectique sur µ−1({ν})/G, notée ω̃, telle que Π∗ω̃ = i∗ω.

Démonstration
Montrons d’abord que ν est une valeur régulière de µ. Prenons donc x ∈ µ−1({ν}) et montrons que Dxµ : TxM → g∗ est
surjective.
On considère pour cela l’application linéaire

Ψ : g −→ TxM
A 7−→ AM (x) ,

qui a pour image Tx(G · x) et pour noyau gx := {A ∈ g|AM (x) = 0} qui n’est rien d’autre que l’algèbre de Lie du
stabilisateur de x dans G, lequel est trivial car l’action du groupe de Lie G sur µ−1({ν}) est libre. Ainsi Ψ est injective et
dim g∗ = dim g = dim Tx(G · x). Comme Tx(G · x) est l’image de Ψ, on a aussi KerDxµ = Tx(G · x)⊥ωx par définition d’une
action hamiltonienne.
Comme ωx est non-dégénérée, on a

dim TxM = dim Tx(G · x) + dim Tx(G · x)⊥ωx

et finalement
dim g∗ = dim Tx(G · x)

= dimM − dim Tx(G · x)⊥ωx
= dim TxM − dim KerDxµ
= rg(Dxµ).

,

la dernière égalité étant fournie par le théorème du rang.
Cela implique bien que ν est une valeur régulière de µ, donc que µ−1({ν}) est une variété de dimension dimM − dimG. Le
premier point résulte alors du fait que l’action du groupe de Lie G sur la variété µ−1({ν}) est libre et propre.
Notons Π : µ−1({ν})→ µ−1({ν})/G la surjection canonique. Prenons x ∈ µ−1({ν}) et appelons j : G·x ↪→ µ−1(ν) l’inclusion.
La relation Π ◦ j = x où x est l’image de x dans le quotient induit par différentiation la suite exacte courte suivante :

0 −→ Tx(G · x) −→ Txµ−1(ν) −→ TΠ(x)(µ−1(ν)/G) −→ 0.

L’espace tangent Tx(G · x) est un sous-espace vectoriel isotrope de (TxM,ωx).
En effet, on a d’une part, Txµ−1({ν}) = KerDxµ puisque l’inclusion Txµ−1({ν}) ⊂ KerDxµ est évidente et ces deux espaces
vectoriels ont même dimension à cause de la surjectivité de Dxµ. D’autre part, KerDxµ = Tx(G·x)⊥ωx comme on l’a constaté
au début de la preuve.
Ainsi Tx(G · x) ⊂ Tx(µ−1({ν})) = Tx(G · x)⊥ωx .
Alors ωx induit une forme bilinéaire antisymétrique non-dégénérée ω̃Π(x) sur l’espace vectoriel quotient Tx(G·x)⊥ωx /Tx(G·x)
de la manière suivante : pour v, w ∈ Tx(G · x)⊥ωx , on définit

ω̃Π(x)(v, w) := ωx(v, w).

Comme Tx(G·x) est isotrope pour la forme ωx, ω̃Π(x) est bien définie. On vérifie sans peine qu’elle est bilinéaire, antisymétrique
et non-dégénérée. On a ainsi une forme bilinéaire antisymétrique non-dégénérée sur le quotient Txµ−1({ν})/Tx(G · x), donc
sur TΠ(x)(µ−1({ν})/G) par propriété de la suite exacte que l’on notera encore ω̃Π(x).
De plus, par construction Π∗ω̃ = i∗ω.
Il faut encore voir que ω̃ est fermée. Cela découle du calcul suivant : Π∗(dω̃) = dΠ∗ω̃ = di∗ω = i∗(dω) = 0 et de la surjectivité
de Π.
Enfin il est clair qu’une forme ω̃ vérifiant Π∗ω̃ = i∗ω est uniquement déterminée. �
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Remarque
Le vecteur nul de g∗ est toujours laissé fixe par l’action coadjointe de G sur g∗. �

1.8 Espaces homogènes symplectiques d’un groupe de Lie.
1.8.1 Définitions et propriétés fondamentales.

On rappelle que si G est un groupe de Lie (d’algèbre de Lie notée g et de neutre e) et H un sous-groupe fermé
de G (d’algèbre de Lie notée h) , alors l’espace homogène G/H est muni d’une structure de variété lisse telle que la
projection canonique Π : G→ G/H est une submersion lisse.
On conserve ces notations pour la suite.

Définition On dit que G/H est un espace homogène symplectique s’il existe une forme symplectique sur G/H qui
soit invariante sous l’action de G sur G/H par translation à gauche.

Proposition 20 Pour tout entier p ≥ 1, l’application ω 7−→ Π∗ω établit une correspondance biunivoque entre
l’ensemble des p-formes différentielles sur G/H qui sont invariantes sous l’action de G sur G/H par translation à
gauche et l’ensemble des p-formes différentielles θ sur G invariantes sous l’action de G sur lui-même par translation
à gauche et qui satisfont

– ∀ξ ∈ h, iξ (θe) = 0, 6

– θe est invariante pour l’action de H sur g obtenue par restriction de l’action adjointe de G sur g.

Proposition 21 Si une 2-forme ω munit G/H d’une structure d’espace homogène symplectique, alors

h = {ξ ∈ g| iξ ((Π∗ω)e) = 0}.

Démonstration
La proposition ci-dessus fournit une inclusion.
Pour l’autre inclusion, on exploite la surjectivité de DeΠ et la non-dégénérescence de ωΠ(e). �

1.8.2 Structure symplectique sur les orbites coadjointes.

On considère l’action coadjointe d’un groupe de Lie G sur le dual de son algèbre de Lie g∗ donnée par

∀g ∈ G,∀f ∈ g∗,∀ξ ∈ g, Ad∗(g) · f(ξ) = f(Ad(g−1)(ξ)).

Voici un théorème fondamental dû à Kirillov, Kostant et Souriau concernant les orbites coadjointes.
Théorème 1.5 —
Chaque orbite coadjointe Of où f ∈ g∗ est munie d’une structure symplectique induite par f .

Démonstration
Soit f ∈ g∗ et soit Gf := {g ∈ G|Ad∗(g) · f = f} le stabilisateur de f pour l’action coadjointe. Puisqu’il existe un difféomor-
phisme G-équivariant de G/Gf sur Of , il suffit de montrer que G/Gf est un espace homogène symplectique (car on peut
transporter alors la structure symplectique obtenue sur G/Gf en une structure symplectique sur Of via ce difféomorphisme).
Poussant f par translation à gauche sur G, on obtient une 1-forme différentielle sur G (invariante à gauche par construction)
que l’on note α. Soit alors ω la différentielle extérieure de α ; il s’agit d’une 2-forme fermée invariante à gauche.

Faisons maintenant la remarque suivante, absolument essentielle : si η, ξ ∈ g, alors ωe(ξ, η) = dαe(ξ, η) = −αe([ξ, η]) =
−f([ξ, η]). En effet, la formule dα(X,Y ) = X · α(Y ) − Y · α(X) − α([X,Y ]), valide pour tous champs de vecteurs X,Y sur
G, se simplifie lorsque X et Y sont des champs de vecteurs invariants à gauche.
Il devient alors clair que l’algèbre de Lie de Gf , notée gf et égale à l’ensemble {ξ ∈ g|∀η ∈ g, f([ξ, η]) = 0} est aussi l’ensemble
{ξ ∈ g|iξ(ωe) = 0}.
De plus, ωe est invariante sous l’action adjointe de Gf sur g ; pour le voir, on considère l’application g 7−→ ωe(Ad(g)ξ, Ad(g)η)
définie sur Gf et on regarde sa différentielle en e. Or pour tout X ∈ gf ,

ωe([X, ξ], η) + ωe(ξ, [X, η]) = −f([[X, ξ], η])− f([ξ, [X, η]])
= −f([X, [ξ, η]])
= 0,

ce qui montre le résultat. Alors la proposition 20 montre que ω induit une 2-forme différentielle sur G/Gf qui est invariante
sous l’action de G sur G/Gf par translation à gauche. De plus, cette forme est fermée et partout non-dégénérée car gf =
{ξ ∈ g|iξ(ωe) = 0}.
Cela achève la démonstration. �

6. Par exemple, pour le cas où p = 2, cela veut dire ∀ξ ∈ h, ∀η ∈ g, θe(ξ, η) = 0.
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Remarque
Le théorème précédent fournit donc l’existence d’une structure symplectique sur Of et permet aussi d’expliciter
une telle structure.
Néanmoins, il ne garantit pas l’unicité d’une telle structure. �

Dès lors, on peut se demander sous quelles hypothèses la structure symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau
sur une orbite coadjointe est unique.

On va énoncer un résultat dans le cas où l’algèbre de Lie g est supposée semi-simple.

On rappelle que dans ce cas, la forme de Killing Kg associée est non-dégénérée ; elle induit par conséquent un
isomorphisme naturel ψg entre g et g∗ (qui est en outre G-équivariant pour les actions adjointe et coadjointe car Kg

est Ad(G)-invariante). De plus, selon l’un des lemmes de Whitehead, le deuxième groupe de cohomologie H2(g,R)
de l’algèbre de Lie g (à valeurs dans le g-module trivial R) est nul.

Mettons ces remarques en application dans le cadre des orbites coadjointes. On énonce d’abord le lemme suivant.

Lemme 6 Si G est un groupe de Lie d’algèbre de Lie g semi-simple et si f désigne un élément de g∗, alors

gf = {ξ ∈ g| [ξ, ψ−1
g (f)] = 0}.

Démonstration
Remarquons que

g ∈ Gf ⇐⇒ ∀ζ ∈ g, f(Adg−1(ζ)) = f(ζ)
⇐⇒ ∀ζ ∈ g,Kg(ψ−1

g (f),Adg−1(ζ)) = f(ζ)
⇐⇒ ∀ζ ∈ g,Kg(Adg(ψ−1

g (f)), ζ) = Kg(ψ−1
g (f), ζ)

⇐⇒ Adg(ψ−1
g (f)) = ψ−1

g (f).
Le résultat en découle après dérivation. �

Proposition 22 Soit G un groupe de Lie d’algèbre de Lie g semi-simple et soit f un élément de g∗\{0}.
On suppose que l’action adjointe ad de l’algèbre de Lie gf sur g ne possède qu’une seule droite vectorielle de points
fixes.
Alors la structure symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau sur l’orbite coadjointe de f est (essentiellement) unique ;
plus précisément, si ω désigne une forme symplectique sur Of et si Ω désigne la forme symplectique de Kirillov-
Kostant-Souriau sur cette orbite coadjointe, alors il existe λ ∈ R∗ tel que ω = λΩ.

Démonstration
Le même argument que celui donné au début de la preuve du théorème de Kirillov-Kostant-Souriau montre que l’on peut
remplacer Of par G/Gf dans l’énoncé précédent.
On se donne alors ω une forme symplectique sur G/Gf . Celle-ci détermine de manière unique (d’après la proposition 20) une
2-forme θ sur G invariante à gauche telle que θe est Ad(Gf )-invariante et telle que gf = {ξ ∈ g| iξ(θe) = 0}.
En utilisant H2(g,R) = 0 et la formule générale dα(X,Y ) = X ·α(Y )−Y ·α(X)−α([X,Y ]), on voit qu’il existe une 1-forme
α sur G invariante à gauche telle que θ = dα.
Ainsi,

gf = {ξ ∈ g| ∀η ∈ g, αe([ξ, η]) = 0}
= {ξ ∈ g| ∀η ∈ g,Kg(ψ−1

g (αe), [ξ, η]) = 0}
= {ξ ∈ g| ∀η ∈ g,Kg([ξ, ψ−1

g (αe)], η) = 0}
= {ξ ∈ g| ∀η ∈ g, [ξ, ψ−1

g (αe)] = 0}.
Il résulte de cela et du lemme 6 que les droites dans g dirigées par ψg(αe) et ψg(f) sont laissées invariantes par l’action

adjointe de gf . Par hypothèse, elles doivent être les mêmes. Autrement dit, il existe λ ∈ R∗ tel que ψg(αe) = λψg(f), c’est-
à-dire αe = λf .
La correspondance biunivoque donnée par la proposition 20, utilisée dans l’autre sens, garantit finalement le résultat sou-
haité. �

Pour terminer cette partie, on donne aussi le théorème suivant qui permet sous des conditions particulières de
réaliser certaines orbites coadjointes comme ouverts d’un fibré cotangent. On n’utilisera pas ce théorème dans la
suite.
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Théorème 1.6 (de Wolf) —
Soient G un groupe de Lie d’algèbre de Lie g et H un sous-groupe fermé de G d’algèbre de Lie h.
Soit f un élément de g∗. On note Gf le stabilisateur de f pour l’action coadjointe de G sur g∗ et gf l’algèbre de
Lie de Gf .
On suppose :

1. dim h = 1
2 (dim g + dim gf )

2. ∀x ∈ h, f(x) = 0
3. Gf ⊂ H.

Alors il existe un symplectomorphisme G-équivariant de l’orbite coadjointe Of := Ad∗G(f) munie de la forme de
Kirillov-Kostant-Souriau Ω (donnée par Ωf (u, v) = f([u, v]) pour (u, v) ∈ T ∗f (Of ) ⊂ g) sur une orbite ouverte de G
dans T ∗(G/H) munie de la forme symplectique canonique.

Démonstration
Montrons l’existence d’un difféomorphisme G-équivariant entre Of et une orbite ouverte pour l’action de G sur T ∗(G/H).
Rappelons d’abord que l’espace quotient G/H est bien muni d’une structure de variété et que la projection canonique
G −→ G/H définit un fibré principal à groupe structural H.
Le fibré cotangent T ∗(G/H) est isomorphe au fibré vectoriel associé GH [h⊥] = G×h⊥

H
, où h⊥ = {λ ∈ g∗|∀x ∈ h, λ(x) = 0} et

où H agit (à droite) sur G× h⊥ par h · (g, ξ) = (gh,Ad∗h−1(ξ)), pour h ∈ H, (g, ξ) ∈ G× h⊥. On identifiera donc dans la suite
T ∗(G/H) à GH [h⊥].
Le groupe G agit à gauche sur GH [h⊥] via g′ ·(g, ξ) = (g′g, ξ). Par hypothèse, f est un élément de h⊥. On note Õf la G-orbite
G · (eG, f) = {(g, f)|g ∈ G}.
On remarque que le stabilisateur de (eG, f) dans G pour cette action est égal à Gf si bien que

dim Õf = dim g− dim gf
= dim g− dim h + dim h⊥

= dim
(
G×h⊥

H

)
(par hypothèse)

= dimGH [h⊥].

Ainsi, l’orbite Õf est ouverte dans GH [h⊥] = T ∗(G/H).
Maintenant, on pose

φ : Of −→ Õf
Ad∗g(f) 7−→ (g, f).

qui est bien définie. En effet, si Ad∗g(f) = Ad∗g′(f), alors g′−1g ∈ Gf , c’est-à-dire ∃x ∈ Gf , g = g′x puis (g, f) = (g′x, f) et
comme x ∈ Gf ⊂ H par hyptohèse, (g, f) = (g′,Ad∗xf) = (g′, f).
L’application φ est clairement lisse, surjective et G-équivariante et si (g, f) = (g′, f), alors (g′g−1, f) = (eG, f), donc
g′−1g ∈ Gf et enfin Ad∗g(f) = Ad∗g′(f).
A ce stade, on a donc montré que φ est une bijection lisse. De plus, on peut expliciter un inverse pour φ et il est immédiat
de constater que cet inverse est lisse.
Enfin, φ est symplectique ; c’est une conséquence de la G-équivariance. �
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2 Systèmes intégrables et super-intégrables.
Le but de ce volet est de décrire les propriétés d’une classe particulière importante de systèmes hamiltoniens :

les systèmes dits super-intégrables ou encore intégrables au sens non-commutatif.
On commencera par l’étude de la classe plus restreinte des systèmes (complètement) intégrables. Dans un second
temps, on généralisera cela aux systèmes super-intégrables ; on verra notamment que la notion géométrique de
bifeuilletage est cruciale pour la compréhension de tels systèmes. Enfin, on donnera notamment une preuve du
théorème de Mischenko-Fomenko pour les systèmes intégrables au sens non-commutatif qui généralise le théorème
plus classique d’Arnold-Liouville.

2.1 L’étude des sytèmes complètement intégrables.
2.1.1 Définitions et exemples.

C’est essentiellement Liouville qui a contribué au formalisme et à la théorie moderne des sytèmes intégrables.
Définition Soient (M,ω,H) un système hamiltonien et F un élément de C∞(M).
On dit que F est une intégrale première du système hamiltonien si le crochet de Poisson {H,F} est identiquement
nul.
Remarques

– Pour ce qui est de la terminologie, on dit que deux fonctions sont en involution lorsque leur crochet de Poisson
est identiquement nul.

– Notons que si f est une intégrale première du système hamiltonien (M,ω,H), alors f est φtXH -invariante
(on le reverra dans la démonstration du théorème d’Arnold-Liouville plus bas), donc Xf est une symétrie
infinitésimale du système hamiltonien, c’est-à-dire LXfω = 0 et [Xf , Xh] = 0. �

Remarque
Le hamiltonien H est constant le long des trajectoires du système hamiltonien qu’il définit. Cela s’écrit XH ·H = 0
ou DH(XH) = 0 car {H,H} = 0. Ainsi, H est toujours une intégrale première du système hamiltonien associé. �

Définition Un système hamiltonien (M,ω,H) sur une variété symplectique de dimension 2n est dit complètement
intégrable (ou simplement intégrable) s’il existe n intégrales premières F1, ..., Fn en involution et s’il existe un
ensemble de mesure nulle E tel que pour tout x /∈ E , les différentielles au point x des fonctions F1, ..., Fn sont
linéairement indépendantes.
Exemples

– Tout système hamiltonien sur une variété symplectique de dimension 2 (autrement dit à un degré de liberté)
est complètement intégrable, d’après la remarque précédente.

– Sur Rn ×Rn, muni de la forme symplectique ω =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi, tout système hamiltonien dont le hamiltonien

ne dépend que des coordonnées pi (c’est-à-dire s’écrit comme une fonction de (p1, ..., pn)) est complètement
intégrable. En effet, les fonctions pi sont alors n intégrales premières en involution dont les différentielles sont
en tout point linéairement indépendantes.

– Le pendule simple. C’est le système mécanique constitué par une bille (pesante) attachée à une corde
(supposée inélastique et sans masse) dont l’autre extrémité est fixe et pour lequel le mouvement de la bille
s’effectue dans un plan vertical. Soit θ l’angle (défini modulo 2π) entre la corde du pendule et la verticale. Le
mouvement est régi par l’équation de Mathieu donnée par θ̈ + sin θ = 0.
L’espace des phases est le fibré cotangent T ∗S1 identifié au cylindre S1 ×R. Soient q une variable réelle dont
θ est la réduction modulo 2π et p = q̇. Le hamiltonien correspondant au système est donné par H(q, p) :=
1
2p

2 − cos q. L’équation différentielle de Mathieu est équivalente au système{
q̇ = p

ṗ = − sin q,

qui sont les équations de Hamilton pour le système hamiltonien associé à la fonction H.
En raison de la dimension de l’espace des phases, le système hamiltonien du pendule simple est donc complè-
tement intégrable.
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– Le pendule sphérique. C’est le système mécanique constitué par une bille (pesante) attachée à une corde
(supposée inélastique et sans masse) dont l’autre extrémité est fixe et pour lequel le mouvement de la bille
s’effectue dans l’espace euclidien de dimension 3 sur une sphère centrée à l’extrémité fixe de la corde.
De façon hamiltonienne, il s’agit du système dont l’espace des phases est le fibré cotangent de la sphère S2

que l’on identifie à {(q, p) ∈ R3 × R3| ||q|| = 1 et 〈q, p〉 = 0} et dont le hamiltonien est la fonction H dont
l’expression est H(q, p) = 1

2 ||p||
2 + 〈ez, q〉 (en notant ez le vecteur de base "vertical" dans R3). Le système est

clairement invariant par les rotations autour de l’axe vertical (dirigé par ez), donc on a une deuxième intégrale
première du système hamiltonien (T ∗S2,

∑3
i=1 dqi ∧dpi, H) donné par le moment par rapport à l’axe vertical,

qui est K donnée par K(q, p) = 〈q × p, ez〉.
Donnons une explication géométrique du fait que {H,K} = 0.
Le champ hamiltonien associé à K a pour expression XK(q, p) = (q × ez, p × ez) ; par conséquent, le flot de
XK consiste à appliquer les rotations par rapport à l’axe vertical : on a précisément φtXK (q, p) = (Rtq,Rtp). 7

Or, ce flot préserve le fibré cotangent de S2 (puisque, pour tout t, Rt est un élément de O(3)) et laisse H
invariant puisqu’il laisse le vecteur vertical ez invariant. Autrement dit, on a H ◦ φtXK (x) = H(x) pour tout
t. En dérivant en t = 0, on a DxH(XK(x)) = 0, ce que l’on voulait exactement.
Le pendule sphérique est donc bien un système complètement intégrable.

– Le flot géodésique des surfaces de révolution. On considère ici la surface de révolution Σ dans l’espace
euclidien R3 (de base standard (ex, ey, ez)) engendrée par la courbe "méridienne" dans le plan (O, ex, ez)
paramétrée par la longueur d’arc via

]a, b[ −→ R3

s 7−→ (F (s), 0, G(s)) .

L’application
φ : ]a, b[×R/2πZ −→ R3

(s, θ) 7−→ (F (s) cos θ, F (s) sin θ,G(s))
est ainsi une immersion injective lisse qui est un difféomorphisme sur Σ.
La donnée d’un vecteur ξ dans l’espace tangent à Σ au point φ(s, θ) équivaut à la donnée d’un couple de
réels (σ, τ) tel que ξ = σ ∂φ∂s (s, θ) + τ ∂φ∂θ (s, θ). La métrique riemannienne g sur Σ obtenue par restriction de
la métrique euclidienne standard sur R3 est donnée par gφ(s,θ)(ξ, ξ) = σ2 + τ2F (s)2, comme on le voit en
calculant les dérivées partielles de φ et en se rappelant que la courbe "méridienne" est paramétrée par la
longueur d’arc.
En somme, le hamiltonien géodésique sur T ∗Σ est H(φ(s, θ), ξ) = 1

2gφ(s,θ)(ξ, ξ) = 1
2
(
σ2 + τ2F (s)2).

Maintenant, on a un système de coordonnées globales symplectiques sur T ∗Σ fourni par l’application

Φ : T ∗Σ −→ ]a, b[×R/2πZ× R× R
(φ(s, θ), ξ) 7−→ (s, θ, ps, pθ) :=

(
s, θ, σ, F (s)2τ

)
.

Le système hamiltonien géodésique (T ∗Σ, H) est donc équivalent au système hamiltonien
(
]a, b[×R/2πZ× R× R, H̃

)
,

où H̃(s, θ, ps, pθ) :=
(
Φ−1)∗H = 1

2

(
p2
s + 1

F (s)2 p
2
θ

)
. Les équations de Hamilton associées sont les suivantes :

ṡ = ps

θ̇ = 1
F (s)2 pθ

ṗs = F ′(s)
F (s)3 p

2
θ

ṗθ = 0.

Il en résulte notamment que la fonction coordonnée pθ est une deuxième intégrale première, de sorte que le
système hamiltonien étudié est également intégrable.

2.1.2 Propriété des systèmes intégrables et théorème d’Arnold-Liouville.

Le théorème d’Arnold-Liouville ci-dessous va permettre d’exhiber une propriété fondamentale des systèmes
complètement intégrables.

7. C’est pour cela que K est le moment par rapport à l’axe vertical.
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Théorème 2.1 (d’Arnold-Liouville) —
Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 2n.
On se donne des fonctions F1, ..., Fn ∈ C∞(M) telles que pour tout (i, j) ∈ J1, nK2, {Fi, Fj} = 0.
Soient z = (z1, ..., zn) ∈ Rn et Mz := {x ∈ M |∀i, Fi(x) = zi}. On suppose que pour tout x ∈ Mz les différentielles
DxF1, ..., DxFn sont linéairement indépendantes.
Alors on a les conclusions suivantes :

1. Mz est une sous-variété lagrangienne de M qui est invariante sous l’action des flots hamiltoniens φtXFi pour
1 ≤ i ≤ n.

2. Si Mz est compacte, chaque composante connexe de Mz est difféomorphe à un tore Tn. 8

3. Si Mz est compacte et connexe, il existe un voisinage ouvert V de M contenant Mz, un ouvert U de Rn et
un symplectomorphisme

Φ : (V, ω|V ) −→ (U × Tn,
n∑
i=1

dIi ∧ dϕi),

avec les coordonnées I1, ..., In sur U et ϕ1, ..., ϕn sur Tn tels que le poussé en avant Φ∗(F1, ..., Fn) ne dépende
que des variables I1, ..., In. 9 Aussi, via un tel difféomorphisme, pour chaque i ∈ J1, nK, la restriction du flot
de φtXFi est conjuguée au flot linéaire sur Tn.

Avant d’entamer la démonstration du théorème d’Arnold-Liouville, on donne d’abord le lemme suivant et sa
démonstration.

Lemme 7 Soit (M,ω) une variété symplectique sur laquelle S1 agit de manière lisse. On suppose qu’il existe α
une 1-forme différentielle sur M telle que ω = dα.
On suppose en outre que le champ fondamental associé à Y ∈ R = Lie(S1) pour cette action et noté encore Y
vérifie iY LY ω = 0.
Alors Y est globalement hamiltonien et l’application

I : M −→ R

m 7−→
∫
S1·m

α

est une application moment. 10

En particulier, si LY ω = 0, l’action de S1 sur (M,ω) est hamiltonienne.
Démonstration
La représentation coadjointe de S1 sur R∗ identifié avec R est évidemment la représentation triviale ; la S1-équivariance de
I se voit ainsi clairement sur son expression intégrale.
Si l’on montre que pour m ∈M et u ∈ TmM , DmI(u) = ωm(u, Y (m)), alors on aura démontré le lemme.

On réécrit I(m) =
∫ 1

0
αt·m(Y (t ·m))dt, où l’on aura identifié bien sûr S1 avec [0, 1]/(0 ∼ 1).

On prolonge u en un champ de vecteurs Z invariant pour l’action de S1 défini le long de l’orbite de m en posant

Z(t ·m) := Dmt(u).

Puis on prolonge Z en un champ de vecteurs sur M , encore appelé Z.
On a alors :

DmI(u) =
∫ 1

0
Dt·mα(Dmt(u)).Y (t ·m)dt+

∫ 1

0
αt·m(Dm(Y (t ·m))(u))dt

=
∫ 1

0
dαt·m(Dmt(u), Y (t ·m))dt+

∫ 1

0
Dt·mα(Y (t ·m)).(Dmt(u))dt+

∫ 1

0
αt·m(Dm(Y (t ·m))(u))dt

=
∫ 1

0
ωt·m(Z(t ·m), Y (t ·m))dt+

∫ 1

0

d

dt
(αt·m(Dmt(u))) dt

=
∫ 1

0
ωt·m(Z(t ·m), Y (t ·m))dt+

∫ 1

0

d

dt
(αt·m(Z(t ·m))) dt

=
∫ 1

0
ωt·m(Z(t ·m), Y (t ·m))dt.

8. Ces composantes connexes sont souvent appelées tores lagrangiens, tores invariants ou encore tores de Liouville.
9. Les coordonnées I1, ..., In sont appelées variables "action" et les coordonnées ϕ1, ..., ϕn sont les variables "angles".
10. On identifie bien sûr Lie(S1)∗ avec R.
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Mais, puisque iY LY ω = 0, l’application t 7−→ ωt·m(Z(t·m), Y (t·m)) est de dérivée nulle ; ainsi cette application est constante,
égale à ωm(u, Y (m)).
D’où le résultat. �

On en vient maintenant à la démonstration du théorème.
Démonstration

1. Notons F l’application M −→ Rn dont les fonctions coordonnées sont données par les Fi, pour 1 ≤ i ≤ n.
Pour x ∈Mz, la famille (DxF1, ..., DxFn) est libre, donc DxF est de rang n ; cela montre que F est submersive en x.
Par conséquent, Mz est une sous-variété de M de dimension 2n− n = n.
Fixons x ∈ Mz. On a ωx(XFi(x), u) = −DxFi(u) pour 1 ≤ i ≤ n et pour tout u ∈ TxM . Comme la famille
(DxF1, ..., DxFn) est libre, la non-dégénérescence de ωx implique que la famille (XF1(x), ..., XFn(x)) est une base
de TxMz.
Or, par hypothèse, pour tout (i, j) ∈ J1, nK2, on a ωx(XFi(x), XFj (x)) = {Fi, Fj}(x) = 0. On voit ainsi que TxMz ⊂
TxM

⊥
z ; comme ωx est non-dégénérée, un argument de dimension montre finalement l’égalité, autrement dit, la sous-

variété Mz est lagrangienne.
Montrons à présent que pour i ∈ J1, nK,

x ∈Mz =⇒ φtXFi
(x) ∈Mz.

Or, si on fixe un tel i ∈ J1, nK, et si l’on prend j ∈ J1, nK, on a

d
dt |t=0Fj(φ

t
XFi

(x)) = DxFj(XFi(x))
= −ωx(XFj (x), XFi(x))
= 0.

Ainsi, la fonction t 7−→ Fj(φtXFi (x)) est constante égale à Fj(x) = zj . Cela achève la démonstration du premier point.

2. On suppose sans perte de généralité queMz est compacte et connexe. Notons d’abord que la compacité deMz garantit
que les flots associés aux champs de vecteurs XFi sont définis sur tout R. On définit alors une application lisse

α : Rn ×Mz −→ Mz

(t = (t1, ..., tn), x) 7−→ φt1XF1
◦ ... ◦ φtnXFn (x) .

Comme les crochets de Poisson {Fi, Fj} sont nuls, on a aussi pour tous i, j ∈ J1, nK,

[XFi , XFj ] = X{Fi,Fj} = 0.

Donc pour i 6= j, les flots φtiXFi et φtjXFj commutent.
Alors on a pour tous t, s ∈ Rn, pour tout x ∈Mz,

α(t+ s, x) = α(s, α(t, x)).

On voit ainsi que α définit une action du groupe de Lie (Rn,+) sur la variété Mz.
On montre maintenant que cette action est transitive. Remarquons que puisque l’on a supposé Mz connexe, il suffit
de montrer que chaque orbite est ouverte.
Soit x ∈Mz et soit y0 un élément de l’orbite de x pour l’action α. Il existe alors t0 ∈ Rn tel que α(t0, y0) = x.
Comme pour i ∈ J1, nK, on a

∂α

∂ti
(t0, y0) = XFi(x),

la différentielle partielle de α en la variable t est un isomorphisme. D’après le théorème des fonctions implicites, il existe
U voisinage ouvert de t0 dans Rn, il existe V voisinage ouvert de y0 dans Mz et ϕ : V −→ U lisse tels que ϕ(y0) = t0
et

{(y, t) ∈ V × U |α(t, y) = x} = {(y, ϕ(y))|y ∈ V }.
Alors V est un ouvert de Mz contenant y0 et V est inclus dans l’orbite de x pour l’action α. Ainsi, l’orbite de x est
ouverte.
Utilisant toujours que (XF1(x), ..., XFn(x)) est une base de TxMz, les applications t 7−→ α(t, x) sont des difféomor-
phismes locaux pour chaque x ∈Mz. Ainsi, fixant x0 ∈Mz, le stabilisateur H de x0 dans Rn est un sous-groupe discret
de Rn, donc est isomorphe à un certain Zk, où 0 ≤ k ≤ n.
Puisque Rn agit de manière lisse et transitive sur Mz via α, Mz est difféomorphe au quotient Rn/H, soit encore à
Tk × Rn−k. Comme Mz est compact, on a finalement k = n.
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3. Pour ce troisième point, on se limitera dans cette démonstration à la construction de variables "action".

Etape 1 : Montrer qu’il existe un voisinage de Mz difféomorphe au produit cartésien d’un ouvert de Rn avec Mz.

On a montré en 1. que z est une valeur régulière de F . Comme l’ensemble des valeurs régulières de F est un ouvert, il
existe une boule ouverte U de centre z dans Rn qui est formée de valeurs régulières si bien que Mz ( F−1(U).
Comme F est continue et Mz est compacte (donc bornée), il y a un ouvert relativement compact V de M contenant
Mz tel que F (V ) ⊂ U .
On note alors g l’application

V −→ U ⊂ Rn
x 7−→ F (x)

qui est submersive par définition de U .
On affirme que g est propre. En effet, si K désigne un compact de Rn, alors
– g−1(K) = F−1(K ∩ U) ∩ V
– F−1(K) ∩ V = F−1(K ∩ U) ∩ V est une partie compacte de M car V en est une et F−1(K) est fermé dans M . �
Si on prouve que F−1(K ∩U)∩ V ⊂ F−1(K ∩U)∩ V , alors on aura montré à ce stade que g−1(K) est un compact de
M . Pour prouver cette inclusion, il suffit de voir que F−1(K ∩U)∩∂V = ∅. Or cela résulte du fait que K ∩U ∩∂U = ∅
et de la suite d’inclusions suivante :

F−1(K ∩ U) ∩ ∂V ⊂ F−1(K ∩ U) ∩ ∂(F−1(U)) ⊂ F−1(K ∩ U) ∩ F−1(∂U) = F−1(K ∩ U ∩ ∂U) = ∅.

Notons qu’on a utilisé pour la deuxième inclusion le fait suivant : ∂F−1(U) ⊂ F−1(∂U). Il reste à déduire du fait que
g−1(K) est un compact de M que g−1(K) est un compact de V . Or, si g−1(K) ⊂

⋃
i∈I Ui où les Ui sont des ouverts de

V , chaque Ui est l’intersection d’un ouvert Ũi de M avec V ; ainsi g−1(K) ⊂
⋃
i∈I Ũi ∩ V ⊂

⋃
i∈I Ũi. Comme g−1(K)

vérifie la propriété de Borel-Lebesgue dans M , il existe J un sous-ensemble fini de I tel que g−1(K) ⊂
⋃
i∈J Ũj . Mais

alors aussi
g−1(K) ⊂

⋃
i∈j

Ũi ∩ V =
⋃
i∈J

Ui.

Cela achève la démonstration de la propreté de g.
Comme g : V → U ⊂ Rn est une submersion propre, le théorème de fibration d’Ehresmann garantit que g est
une fibration lisse localement triviale (de fibre type g−1({z}) = Mz). Ainsi, quitte à réduire U et V , il existe un
difféomorphisme lisse τ : U ×Mz −→ V tel que le diagramme suivant soit commutatif.

U ×Mz
τ //

pr1
##

V

g

��
U

Autrement dit, pour tout u ∈ U , on a g−1({u}) = τ({u} ×Mz). Donc toutes les fibres g−1({u}) pour u ∈ U sont des
tores.

Etape 2 : Construire une action du groupe de Lie Tn sur un voisinage de Mz.
————-
Le paragraphe qui suit montre que l’on peut trouver des fonctions T1, ..., Tn de classe C∞ sur U telles que pour tout
u ∈ U , (T1(u), ..., Tn(u)) est une base du stabilisateur d’un point de V pour l’action de Rn. Cela permet de définir des
champs de vecteurs Yi à partir des XFi qui commutent (de même que les XFi) mais qui ont en plus la propriété que
les flots φtYi sont périodiques de période 1 ; ainsi on aura une action lisse de Rn sur V qui descendra en une action
lisse de Tn sur V . Cette dernière action est nécessaire à la définition des variables action. Il semble essentiel (à cause
de la "périodicité") d’avoir affaire à une action de Tn = S1 × ...× S1 et non pas simplement de Rn.
————–

Fixons pour la suite p0 ∈Mz. Alors il existe un unique couple (u0, p) ∈ U ×Mz tel que τ(u0, p) = p0. Nécessairement
u0 = z, par définition de Mz. L’application

σ : U −→ V
u 7−→ τ(u, p)

est alors une section de g qui vérifie σ(u0) = p0.
L’intérêt d’une telle section est de montrer que les tores de Liouville g−1(u) (où u ∈ U) que l’on identifie aux quotients
Rn/StabRn(σ(u)) se déforment de manière lisse au voisinage de Mz (unique dépendance en u et dépendance C∞), au
sens où il existe une famille de bases des stabilisateurs de σ(u) qui dépend de manière C∞ de u.
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Soit t0 ∈ StabRn(p0).
Il s’agit de noter qu’en les points de V (qui sont réguliers), les champs de vecteurs XFi sont indépendants et ces champs
sont complets sur V puisque les fibres g−1({u}) pour u ∈ U sont compactes. De plus, comme pour 1., on montre que
x ∈ g−1({u}) =⇒ ΦtXFi (x) ∈ g−1({u}) pour 1 ≤ i ≤ n et t ∈ R. L’action α s’étend donc en une action de Rn sur V
que l’on notera · et telle que Rn · g−1({u}) = g−1({u}) pour tout u ∈ U .
Ainsi, pour tout u ∈ U , Rn · σ(u) ⊂ g−1({u}) = τ({u} ×Mz). La continuité des applications · et σ permet alors
d’affirmer l’existence d’un voisinage ouvert A de t0 dans Rn et d’un voisinage ouvert B de p dans Mz tels que

t ∈ A et u ∈ U =⇒ t · σ(u) ∈ τ({u} ×B).

Puisque B est un ouvert inclus dans Mz et que Mz est un tore, on a naturellement une structure affine sur B induite
par celle de Rn.
Ce qui précède fournit donc une application

θ : A× U −→ B
(t, u) 7−→ pr2(τ−1(t · σ(u)))− p,

la différence étant bien entendu comprise au sens de la structure affine sur B. On a ainsi

θ(t, u) = 0⇐⇒ (u, pr2(τ−1(t ·σ(u)))) = (u, p)⇐⇒ τ−1(t ·σ(u)) = τ−1(σ(u))⇐⇒ t ·σ(u) = σ(u)⇐⇒ t ∈ StabRn(σ(u));

en particulier θ(t0, p0) = 0.
De plus, la différentielle partielle D(t)

(t,u)θ de θ par rapport à la variable t prise au point (t, u) ∈ A × U est composée de la
différentielle de t 7−→ t · σ(u) (qui est de rang n puisque les vecteurs XFi(σ(u)), 1 ≤ i ≤ n, sont linéairement indépendants),
suivie de la différentielle Dt·σ(u)τ

−1 du difféomorphisme τ−1, suivie de la projection sur la deuxième composante (qui est
également de rang n). Ainsi, la différentielle partielle D(t)

(t,u)θ est un isomorphisme. Par conséquent le théorème des fonctions
implicites fournit l’existence d’un voisinage U ′ de u0 dans U , l’existence d’un voisinage A′ de t0 dans A et l’existence d’une
fonction T : U ′ → A′ ⊂ Rn lisse telle que{

T (u0) = t0

{(t, u) ∈ A′ × U ′|t · σ(u) = σ(u)} = {(T (u), u)|u ∈ U ′}.

En faisant parcourir à t0 une base (t10, ..., tn0 ) du réseau StabRn(p0) et en faisant n fois le raisonnement précédent où l’on
remplace t0 par les ti0 (1 ≤ i ≤ n), on obtient n fonctions lisses Ti : U ′i ⊂ U → A′i telles que pour u ∈ Ũ :=

⋂n

i=1 U
′
i , une base

du réseau StabRn(σ(u)) soit donnée par (T1(u), ..., Tn(u)) (qui dépend de manière C∞ de u).

Pour u ∈ Ũ , écrivant Ti(u) dans la base canonique ( ∂
∂t1

, ..., ∂
∂tn

) de Rn sous la forme

Ti(u) =
n∑
j=1

Ti,j(u) ∂

∂tj
,

on définit n champs de vecteurs Y1, ..., Yn sur Ṽ := F−1(Ũ) ⊂ V via la formule

∀v ∈ Ṽ , Yi(v) =
n∑
j=1

Ti,j(F (v))XFj (v),

valable pour tout i ∈ J1, nK. Ces champs de vecteurs sont lisses car les Ti,j le sont.
Puisque la matrice des Ti,j(F (v)) est inversible et que (XF1(v), ..., XFn(v)) est une famille libre de TvṼ , on voit que la famille
(Y1(v), ..., Yn(v)) est une famille libre de TvṼ .
De plus, le flot de Yi correspondant (qui est complet) est :

φtYi : Ṽ −→ Ṽ

p 7−→ φ
tTi,1(F (p))
XF1

◦ ... ◦ φtTi,n(F (p))
XFn

(p)

Comme (Ti,1(F (p)), ..., Ti,n(F (p))) = Ti(F (p)) ∈ StabRn(σ(F (p))), φt+1
Yi

(p) = φtYi(p) ; cela veut exactement dire que les flots
sont périodiques de période 1. Comme [Yi, Yj ] = 0 (car [XFk , XFl ] = 0 pour tout k, l), les flots des Yi commutent. On obtient
ainsi l’action lisse :

Rn × Ṽ −→ Ṽ
(t = (t1, ..., tn), p) 7−→ φt1Y1

◦ ... ◦ φtnYn(p)

qui descend naturellement en une action lisse de Tn = Rn/Zn sur Ṽ .
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Etape 3 : Montrer qu’il existe un voisinage de Mz sur lequel la restriction de la forme ω admet une primitive.

On montre à présent que ω|Ṽ est exacte.
On a déjà noté que pour tout x ∈ Mz, ωx est nulle sur la base (XF1(x), ..., XFn(x)). En particulier la classe de la 2-forme
différentielle fermée ω|Mz dans l’espace de cohomologie de de Rham H2(Mz,R) est la classe nulle. Or, on a fait le choix d’une
boule pour U (de centre z), donc {z} ×Mz est un rétracte par déformation de U ×Mz. Alors, notant i : {z}Mz ↪→ U ×Mz

l’injection canonique, l’application τ ◦ i : {z} ×Mz est une équivalence d’homotopie. Cette dernière induit une application
en cohomologie qui est un isomorphisme entre les espaces H2(Mz,R) et H2(V,R). Par conséquent, la classe de ω|V dans
H2(V,R) est la classe nulle ; autrement dit ω|V est exacte. Mais alors, ω|Ṽ est aussi exacte. On note alors α une primitive de
la forme ω|Ṽ sur Ṽ .

Etape 4 : Construire les variables "action" et montrer que l’action de Tn construite à l’étape 2 est hamiltonienne.

On est alors en mesure de définir les variables "action". Pour v ∈ Ṽ et i ∈ J1, nK, on définit d’abord une application lisse

γ
(v)
i : [0, 1] −→ Ṽ

t 7−→ φtYi(v)

qui est un lacet de Ṽ car φ1
Yi

(v) = v = φ0
Yi

(v). Cette application permet en outre de définir de manière évidente une action
lisse de [0, 1] sur Ṽ qui elle-même induit par passage au quotient une action lisse de S1 sur Ṽ , notée ♦.
On pose alors

Ii(v) :=
∫
S1♦v

α =
∫ 1

0
α
γ

(v)
i

(t)(γ̇i
(v)(t))dt.

Si on montre que chacun des champs fondamentaux Yi satisfait à la relation iYiLYi = 0, alors lemme 7 permet de conclure
que les Ii sont des applications moment.
Or, d’après la formule LYi = iYid+ diYi , on a iYiLYiω = iYidiYiω. De plus, il est immédiat de constater que

iYiωv(u) = −
∑
j

Ti,j(F (v))DvFj(u),

si bien que

iYiLYiω = −iYid

(∑
j

(Ti,j ◦ F )dFj

)

= −iYi

(∑
j

d(Ti,j ◦ F ) ∧ dFj

)
= 0,

la dernière ligne provenant du fait que DvFj(Yi(v)) = 0 et que Dv(Ti,j ◦ F )(Yi(v)) = 0 car Yi(v) ∈ Tv(F−1({F (v)})) et
Ti,j ◦ F est constante sur chaque fibre F−1({F (v)}).

L’application I : Ṽ −→ Rn dont les fonctions coordonnées sont les Ii est une application de rang n. En effet, on a d’après
la démonstration du lemme 7, DvI(x) = (ωv(x, Y1(v)), ..., ωv(x, Yn(v))). L’application linéaire DvI est de rang n parce que
ωv est non-dégénérée et les vecteurs Yi(v) sont linéairement indépendants.

D’après ce qui précède, Ṽ est muni d’une action hamiltonienne de Tn dont l’application moment est I. Cette applica-
tion est constante sur les orbites de l’action de Tn (parce que c’est une application moment) et Ii(v) ne dépend que de F (v)
(par définition de Yi(v)).
L’application I : Ṽ → W est un fibré principal à groupe structural le groupe de Lie Tn ; les fibres de I sont des tores
lagrangiens.

On termine ce premier paragraphe sur les systèmes complètement intégrables par une conséquence importante
du théorème d’Arnold-Liouville.

Il découle de l’application du théorème d’Arnold-Liouville avec un hamiltonienH à la place de l’une des fonctions
Fi que le mouvement décrit par un système hamiltonien complètement intégrable est régulier. En effet, les trajectoires
s’enroulent sur des tores et le flot hamiltonien est linéaire sur ces tores. Ou bien le flot hamiltonien est périodique
ou bien chaque trajectoire revient arbitrairement proche du point initial : on parle de mouvement quasi-périodique.
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2.2 Systèmes intégrables au sens non-commutatif et bifeuilletages.
On étudie ici des systèmes qui ont plus de n intégrales premières si n désigne le nombre de degrés de liberté.

2.2.1 Définition, exemple et énoncé du théorème de Mischenko-Fomenko.

Définition Un système hamiltonien (M2n, ω,H) est dit intégrable au sens non-commutatif ou encore super-intégrable
s’il existe d ≤ n et 2n − d intégrales premières F1, ..., F2n−d telles que, si F est l’application M → R2n−d dont les
fonctions coordonnées sont les Fi, pour tous i, j, il existe Pij : F (M)→ R avec :

– {Fi, Fj} = Pij ◦ F ,
– si P = [Pij ], pour tout x ∈M , rg(P (F (x))) = 2n− 2d.

Remarques
– Les F1, ..., F2n−d forment une algèbre de Lie avec comme crochet de Lie le crochet de Poisson qui est non-
commutative si les Pij ne sont pas tous nuls, d’où le terme d’intégrabilité au sens non-commutatif.

– Tout système intégrable est bien sûr intégrable au sens non-commutatif.
– S’il existe d < n tel que la définition précédente soit vérifiée, on dit que le système est dégénéré. �

On verra que la théorie des systèmes intégrables au sens non-commutatif n’est en fait que la généralisation de
la théorie des systèmes complètement intégrables exposée plus haut.

Voici un exemple de système dégénéré qui va permettre d’ores et déjà d’illustrer cela : le système d’Euler-Poinsot.
Il s’agit du système mécanique constitué d’un solide qui possède un point fixe G (par exemple son centre de masse)
par rapport auquel les forces extérieures qui s’y appliquent ont un moment nul et qui est en mouvement autour de
ce point fixe dans l’espace euclidien standard de dimension 3.
Prenant une base orthonormée directe (fixe) B de cet espace et un repère orthonormé direct mobile (G,B′) (B′
désigne une base orthonormée directe "mobile") attaché au solide, la matrice de passage de B à B′ définit un
élément de SO(3) qui décrit en quelque sorte la position dans l’espace du solide.
L’espace des phases est ici la variété symplectique T ∗(SO(3)) de dimension 6 que l’on peut identifier à SO(3)×R3.
L’énergie mécaniqueH (dont l’expression se réduit ici à celle de l’énergie cinétique) et les composantes (Mx,My,Mz)
du moment angulaire écrites dans la base B forment quatre intégrales premières du système hamiltonien (T ∗(SO(3)), H)
en vertu du théorème de Noether, puisqu’on constate que H est invariante par les rotations autour de G.
Dès lors, il est possible de donner qualitativement quelques précisions topologiques et dynamiques concernant le
mouvement décrit par le système d’Euler-Poinsot.
D’abord, on peut vérifier que dans le cas générique où le solide ne présente aucune symétrie particulière, les diffé-
rentielles des fonctions H, Mx, My, Mz sont en tout point linéairement indépendantes de sorte que les équations
H = e, Mx = cx, My = cy, Mz = cz définissent une sous-variété M de SO(3)×R3 de dimension 2 qui est orientable
(en utilisant que T ∗(SO(3)) l’est puisqu’il s’agit d’une variété symplectique).
De plus, cette surfaceM est invariante au cours du mouvement : si les conditions initiales du mouvement fournissent
un point dans M , alors pendant toute la durée du mouvement, le point de SO(3)×R3 qui correspond à la position
et à la vitesse dans la base B′ du solide est encore dans M . Aussi, il existe un champ de vecteurs sur M qui ne
prend jamais la valeur nulle.
Enfin, on voit que M est fermée et bornée (notamment grâce à l’expression de H comme somme de termes positifs)
dans SO(3)× R3, donc compacte.
Or, il est bien connu de par la classification des surfaces que les seules sous-variétés compactes connexes orientables
de dimension 2 sont S2 et les surfaces à g trous (ou de genre g ≥ 1). D’autre part, si la caractéristique d’Euler
d’une surface est non-nulle, alors tout champ de vecteurs sur cette surface doit s’annuler au moins une fois. On en
conclut que M est nécessairement un ou une réunion de tore(s) T2.

Le théorème suivant montre notamment que l’exemple précédent est loin d’être isolé ; il étend le théorème
d’Arnold-Liouville aux systèmes dégénérés.

Théorème 2.2 (de Mischenko-Fomenko) —
Soit (M2n, ω) une variété symplectique.
On suppose qu’il existe d ≤ n et une submersion F = (F1, ..., F2n−d) : M → R2n−d de fibres compactes et connexes
telle que ∀i, j, ∃Pij : F (M)→ R avec :

– {Fi, Fj} = Pij ◦ F ,
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– si P = [Pij ], pour tout x ∈M , rg(P (F (x))) = 2n− 2d.
Alors chaque fibre de F est difféomorphe à un tore Td et a un voisinage U tel qu’il existe Ω un ouvert de R2n−d et
un difféomorphisme φ : U −→ Ω× Td tels que :

1. ∀x ∈ U,F−1({F (x)}) = (pr1 ◦ φ)−1({F (x)}),
2. écrivant pr1 ◦ φ(x) = (p1(x), ..., pn−d(x), q1(x), ..., qn−d(x), a1(x), ..., ad(x)) et pr2 ◦ φ(x) = (α1(x), ..., αd(x)),

ω|U =
n−d∑
i=1

dpi ∧ dqi +
d∑
i=1

dai ∧ dαi.

Remarques
– Les coordonnées locales a1, ..., ad et α1, ..., αd sont appelées respectivement coordonnées actions et angles.
Les coordonnées locales p1, ..., pn−d, q1, ..., qn−d, a1, ..., ad, α1, ..., αd sont dites coordonnées actions-angles
généralisées.

– Grâce à ces coordonnées locales, la dynamique d’un système intégrable au sens non-commutatif (M2n, ω,H) se
décrit aisément. Comme les tores (ici plus nécessairement lagrangiens) données par {F = cste} sont invariants
sous le flot de XH , le hamiltonien H exprimé dans les coordonnées actions-angles généralisées p, q, a, α (qui
définit localement une nouvelle fonction notée h) ne dépend que des variables actions a1, ..., ad. Ainsi, les
équations de Hamilton s’écrivent localement :

ȧi = 0
ṗi = 0
q̇i = 0

α̇i = ∂h

∂ai
(a1, ..., ad)

– Si d = n, et P = 0, le théorème se réduit au théorème d’Arnold-Liouville. �

En outre, revenant à l’exemple du système d’Euler-Poinsot, on déduit que l’on peut trouver en particulier des
coordonnées angulaires α1, α2 (définies modulo 2π) sur chacun des tores invariants {H = e,Mx = cx,My = cy,Mz =
cz} sur lesquels le mouvement est donné par des équations du type{

α̇1 = ω1

α̇2 = ω2,

où ω1 et ω2 sont des constantes réelles. Ce système est exactement celui d’un flot linéaire comme c’était déjà le cas
pour les systèmes complètement intégrables.
Autrement dit, le mouvement à conditions initiales fixées d’un solide autour de son centre de masse (qui, comme
on l’a vu, s’effectue dans l’espace des phases sur un tore) peut être représenté par la "superposition" de deux mou-
vements périodiques ; de plus, si le couple de réels (ω1, ω2) est lié sur Q, alors le mouvement est périodique sur le
tore (le solide retrouve sa position initiale) tandis que si (ω1, ω2) forme un système de vecteurs libres sur Q, alors
le solide ne retrouve jamais sa position initiale mais le flot va toujours passer à une distance arbitrairement proche
du point initial sur le tore.
La quasi-périodicité du mouvement, qui existait déjà pour le cas des systèmes complètement intégrables, s’étend
donc à tous les systèmes intégrables au sens non-commutatif grâce au théorème de Mischenko et Fomenko.

Mentionnons par ailleurs que les systèmes intégrables au sens non-commutatif sont "localement" des systèmes
complètement intégrables via les coordonnées actions-angles généralisées. En effet, un ensemble de n intégrales en
involution est par exemple fourni par d actions ai et n − d coordonnées pi. De plus, si les n − d coordonnées qi
peuvent être prises pour variables angles, le domaine où existe ces coordonnées est fibré par des tores de Liouville.

On cherche maintenant à comprendre la structure globale de la fibration F de M donnée par le théorème pré-
cédent, ceci afin de mieux comprendre les systèmes dégénérés.
Pour cela, on introduit la notion de bifeuilletage qui permettra notamment de donner plus loin des énoncés équiva-
lents au théorème de Mischenko et Fomenko.
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2.2.2 Bifeuilletages.

Définition, exemples et propriétés fondamentales.

Définition Soit D une distribution intégrable sur une variété symplectique (M,ω).
On dit que D est symplectiquement complète si la distribution D⊥ définie par ∀x ∈ M, (D⊥)x = (Dx)⊥ωx est inté-
grable.
Dans ce cas, on dit que D⊥ est la distibution intégrable polaire (ou duale) de D et que la donnée du couple (D,D⊥)
est une bidistribution.

Remarques
– D’après le théorème de Frobenius, une distribution est intégrable si et seulement si elle est involutive.
– On rappelle aussi que la donnée d’une distribution intégrable sur M équivaut à la donnée d’un feuilletage sur
M . �

Par conséquent, on a également la définition équivalente suivante.

Définition Soit F un feuilletage de (M,ω).
On dit que F est symplectiquement complet s’il existe un feuilletage F⊥ tel que les espaces tangents des feuilles de
F⊥ soient les orthogonaux symplectiques des espaces tangents des feuilles de F .
Dans ce cas, on dit que F⊥ est un feuilletage polaire (ou dual) de F . On parle aussi du bifeuilletage (F ,F⊥).

Proposition 23 Si D est une distribution intégrable de dimension d sur (M2n, ω) symplectiquement complète,
alors :

1. D⊥ est de dimension 2n− d
2. D⊥ est symplectiquement complète et (D⊥)⊥ = D.

La liste ci-dessous dresse quelques exemples de bidistributions ou bifeuilletages.
– Tout feuilletage lagrangien définit un bifeuilletage puisqu’il coïncide avec son feuilletage dual, nécessairement
unique ici.

– Tout champ de vecteurs hamiltonien XH sur (M2n, ω) définit une distribution intégrable qui est symplecti-
quement complète. En effet, si D désigne la distribution engendrée par XH , on pose (D⊥)x := KerDxH ; cela
définit bien une distribution intégrable.
Avec le vocabulaire des feuilletages, on obtient que les orbites de XH sont les feuilles d’un feuilletage symplec-
tiquement complet ; les feuilles du feuilletage polaire sont les composantes connexes des ensembles de niveau
de H.

– Les orbites d’une action hamiltonienne et les ensembles de niveau de son application moment forment un
bifeuilletage.

Voyons maintenant les propriétés principales des bifeuilletages.

Définition Soit (M,ω) une variété symplectique. On appelle intégrale première d’un feuilletage F sur M toute
fonction f définie sur un ouvert de M qui est constante sur les feuilles de F .
Autrement dit, si D est la distribution intégrable associée au feuilletage F , f est une intégrale première si pour tout
x ∈M,Dx ⊂ Ker(Dxf).

Lemme 8 f est une intégrale première d’une distribution intégrable D si et seulement si le champ hamiltonien Xf

vérifie ∀x ∈M,Xf (x) ∈ (Dx)⊥ωx .

Proposition 24 Soit F un feuilletage d’une variété symplectique (M,ω). Alors :
1. F est symplectiquement complet si et seulement si pour toutes intégrales premières f, g de F , le crochet de

Poisson {f, g} est une intégrale première de F .
2. Si F est symplectiquement complet,

(a) Alors les feuilles de F sont générées par les flots des champs hamiltoniens associés aux intégrales pre-
mières de F⊥.

(b) f est une intégrale première de F si et seulement si pour toute intégrale première g de F⊥, {f, g} = 0.
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Démonstration
On commence par montrer (1). On appelle D la distribution intégrable associée à F .
Supposons dans un premier temps que f et g sont des intégrales premières de F . Alors d’après le lemme, Xf , Xg ∈ D⊥. Donc
par hypothèse sur D, [Xf , Xg] ∈ D⊥, c’est-à-dire X{f,g} ∈ D⊥. Alors {f, g} est une intégrale première de F , toujours d’après
le lemme précédent.
Pour la réciproque, on commence par observer que la distribution D⊥ est engendrée localement par les champs hamilto-
niens associés à des intégrales premières de F . En effet, si x ∈ M , il existe un voisinage U de x dans M sur lequel sont
définies 2n − dimD fonctions z1, ..., z2n−dimD qui sont des intégrales premières de F et dont les différentielles sont partout
linéairement indépendantes ; pour le voir, il suffit de prendre des coordonnées locales transverses aux feuilles de F . Via le
lemme, les champs hamiltoniens Xz1 , ..., Xz2n−dimD sont tangents à D⊥. Comme ils sont linéairement indépendants et que
dimD⊥ = 2n − dimD, on a que Xz1 , ..., Xz2n−dimD engendrent localement D⊥. Maintenant, par hypothèse {zi, zj} est une
intégrale première de F pour i, j ; donc X{zi,zi} ∈ D

⊥, donc [Xzi , Xzj ] ∈ D⊥. Ainsi D⊥ est intégrable. D’où F est symplec-
tiquement complet.

Le point (2) (a) découle de l’observation précédente et de l’unicité des feuilles du feuilletage.
On montre enfin (2) (b). Si f est une intégrale première de F , on a Dx ⊂ KerDxf . Soit g une intégrale première de F⊥.
Alors Xg ∈ (D⊥)⊥ = D et donc {g, f}(x) = Dxf(Xg(x)) = 0.
Réciproquement, on se donne f ∈ C∞(M) telle que pour toute intégrale première g de F⊥, {f, g} = 0. On sait que D est
engendrée localement par des champs hamiltoniens associés à des intégrales premières de F⊥ ; or, tout champ hamiltonien
associé à une intégrale première de F⊥ vérifie Xg ∈ KerDf puisque {f, g} = 0. Ainsi, D ⊂ KerDf . �

Variétés de Poisson et bifeuilletages.

Définition On dit qu’une variété M possède une structure de Poisson si C∞(M) peut être munie d’une structure
d’algèbre de Poisson. Dans ce cas, on dit que M est une variété de Poisson.

Exemple
Toute variété symplectique est naturellement munie d’une structure de Poisson. �

Définition Soient M et N deux variétés de Poisson. On dit que π : M → N est un morphisme de Poisson si
{f, g}N ◦ π = {f ◦ π, g ◦ π}M pour toutes fonctions f, g ∈ C∞(N).

Définition On appelle Casimir (local) sur une variété de Poisson M toute fonction f définie sur un ouvert de M
telle que ∀g ∈ C∞(M), {f, g}|U = 0.
Le rang d’une structure de Poisson est la dimension de M moins le nombre de Casimirs locaux indépendants sur
M .
Si π : M → B est une application où B est une variété de Poisson et f est un Casimir sur B défini sur un ouvert
U , on appelle relevé à M de f l’application

π−1(U) −→ R
x 7−→ f ◦ π(x).

Proposition 25 Soit π : (M,ω)→ B une submersion surjective dont les fibres sont connexes. Soit F le feuilletage
de M dont les feuilles sont les fibres de π. Alors :

1. F est symplectiquement complet si et seulement s’il existe une structure de Poisson sur B pour laquelle π est
un morphisme de Poisson.

2. Si F est symplectiquement complet, les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) Les feuilles de F sont isotropes, c’est-à-dire ∀x,Dx ⊂ D

⊥ωx
x .

(b) Le rang de la structure de Poisson induite sur B vaut 2 dimB − dimM partout.
(c) Les feuilles de F sont générées par les flots des champs hamiltoniens associés aux relevés à M des

Casimirs de B.
(d) Les intégrales premières de F⊥ sont les relevés à M des Casimirs de B.

2.2.3 Enoncés équivalents et preuve du théorème de Mischenko-Fomenko.

La proposition suivante va permettre de retraduire les hypothèses du théorème 2.2.
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Proposition 26 1. On considère une submersion F = (F1, ..., F2n−d) : M → F (M) de fibres compactes et
connexes telle que ∀i, j, ∃Pij : F (M)→ R avec :
– {Fi, Fj} = Pij ◦ F ,
– si P = [Pij ], pour tout x ∈M , rg(P (F (x))) = 2n− 2d.
Alors les fibres de F sont isotropes et forment un feuilletage F de M symplectiquement complet.

2. Toute submersion surjective π : M2n → B dont les fibres sont compactes, connexes, isotropes de dimension
d ≤ n et qui induit un feuilletage sur M symplectiquement complet peut être décrite localement par 2n − d
fonctions F1, ..., F2n−d satisfaisant les hypothèses suivantes : ∀i, j, ∃Pij : F (M)→ R avec :
– {Fi, Fj} = Pij ◦ F ,
– si P = [Pij ], pour tout x ∈M , rg(P (F (x))) = 2n− 2d.

Démonstration
1. Il faut noter que toute intégrale première de F est combinaison linéaire des Fi et que l’hypothèse {Fi, Fj} = Pij ◦ F

implique que {Fi, Fj} est encore une intégrale première de F . Au vu du premier point de la proposition 24, cela montre
que F est symplectiquement complet. D’après la proposition 25, F (M) est donc une variété de Poisson. De plus, pour
montrer que les feuilles de F sont isotropes, il suffit de voir que le point (2) (b) de cette proposition est vérifié. Or cela
vient du fait que le rang de la matrice P vaut 2n− 2d = 2 dimB− dimM et que les coordonnées yi sur F (M) définies
par yi(F (x)) = Fi(x) pour x ∈M vérifient {yi, yj}F (M)(F (x)) = {Fi, Fj}M (x) = Pij(F (x)).

2. Il suffit de voir que pour tout y ∈ B, il existe un voisinage U de y dans B tel que π|π−1(U) a les mêmes fibres qu’une
submersion F : π−1(U)→ R2n−d qui satisfait aux hypothèses explicitées dans la proposition.
Pour cela, on considère un système de coordonnées locales f̂ : U → R2n−d. Alors la composée F := f̂ ◦ π convient
puisqu’il s’agit d’une submersion dont les fibres coïncident avec celles de π. De plus, d’après le premier point de la
proposition 24 et le second de la proposition 25, les crochets de Poisson {Fi, Fj} vérifient bien ce qu’il faut. �

Ainsi, on voit que le théorème 2.2 est équivalent au théorème suivant :

Théorème 2.3 —
Soit (M2n, ω) une variété symplectique et soit π : M → B une fibration dont les fibres sont compactes, connexes
et isotropes de dimension d ≤ n. Supposons que le feuilletage F sur M par les fibres de π est symplectiquement
complet.
Alors chaque fibre de F est difféomorphe à un tore Td et a un voisinage U tel qu’il existe Ω un ouvert de R2n−d et
un difféomorphisme φ : U −→ Ω× Td tels que :

1. ∀x ∈ U,F−1({F (x)}) = (pr1 ◦ φ)−1({F (x)}),
2. écrivant pr1 ◦ φ(x) = (p1(x), ..., pn−d(x), q1(x), ..., qn−d(x), a1(x), ..., ad(x)) et pr2 ◦ φ(x) = (α1(x), ..., αd(x)),

ω|U =
n−d∑
i=1

dpi ∧ dqi +
d∑
i=1

dai ∧ dαi.

Ce dernier théorème est lui-même équivalent au

Théorème 2.4 —
Soit (M2n, ω) une variété symplectique.
On suppose qu’il existe d ≤ n fonctions F1, ..., Fd : M → R telles que

– {Fi, Fj} = 0,
– les DxFi sont linéairement indépendantes pour tout x ∈M ,
– les sous-variétés intégrales de la distribution engendrée par les champs hamiltoniens XF1 , ..., XFd sont com-
pactes et sont les fibres d’une submersion.

Alors chaque composante connexe de ces variétés intégrales est difféomorphe à un tore Td et a un voisinage U sur
lequel sont définies des coordonnées actions-angles généralisées (a, p, q, α) telles que

– les variétés intégrales de la distribution engendrée par XF1 , ..., XFd sont les ensembles de niveau de l’application
(a, p, q),

– les coordonnées a1, ..., ad sont fonction de F1, ..., Fd, c’est-à-dire il existe ã : F (U)→ a(U) un difféomorphisme
tel que a = ã ◦ F , où F = (F1, ..., Fd).

Remarque
Avant de se lancer dans la démonstration proprement dite, voyons pourquoi ce théorème est équivalent au théorème
2.3.
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D’abord, sous les hypothèses du théorème 2.4, le feuilletage F par les sous-variétés intégrales de la distribution
engendrée parXF1 , ..., XFd est symplectiquement complet ; F⊥ est donné par les ensembles de niveau de l’application
F . Donc le théorème 2.3 implique le théorème 2.4.
Sous les hypothèses du théorème 2.3, on a une submersion π avec fibres compactes, connexes, isotropes de dimension
d ≤ n qui induisent un feuilletage symplectiquement complet. Alors localement on peut construire des fonctions
F1, ..., Fd dont les champs de vecteurs hamiltoniens associés génèrent les fibres (en relevant à M un système de
coordonnées locales). �

Démonstration
Pour chaque x ∈ M , on notera Nx la composante connexe de la variété intégrale de la distribution engendrée par les
XFi passant par x. D’abord, une telle composante connexe Nx est une variété connexe, compacte de dimension d avec
[XFi , XFj ] = 0 et les XFi linéairement indépendants, donc difféomorphe à un tore Td comme on l’a vu dans la preuve
d’Arnold-Liouville.
Soit maintenant x∗ ∈M et montrons l’existence de coordonnées actions-angles généralisées au voisinage de Nx∗ .
Un théorème de Carathéodory permet de compléter F1, ..., Fd en un système de coordonnées locales symplectiques. Comme
{Fi, Fj} = 0 et les Dx∗Fi sont linéairement indépendantes, il existe V voisinage de x∗ dans M et des fonctions T1, ..., Td,
P1, ..., Pn−d, Q1, ..., Qn−d telles que

– ω|V =
d∑
i=1

dFi ∧ dTi +
n−d∑
s=1

dPs ∧ dQs

– (F, P,Q, T ) : V −→ W × T
v 7−→ ((F (v), P (v), Q(v)), T (v)) soit un difféomorphisme, où W et T sont des ouverts de R2n−d

et Rd respectivement.

Soit C : W × T −→ V son inverse. Grâce à l’écriture de ω|V en termes des fonctions F, T, P,Q, on voit que XFj = − ∂
∂Tj

,
donc les variétés intégrales dans V de XF1 , XF2 , ..., XFd sont des ensembles définis par des coordonnées (T1, ..., Td) et par
(F, P,Q) = cste ;
Cela implique que la sous-variété de V d’équation {T = 0} intersecte transversalement les feuilles du feuilletage défini par la
distribution (involutive) engendrée par XF1 , ..., XFd . Mais par hypothèse, ces feuilles sont les fibres d’une submersion, donc
quitte à réduire W, la sous-variété définie par {T = 0} est l’image d’une section locale de cette submersion, qui s’écrit via le
difféomorphisme précédent

σ : W −→ V
b 7−→ C (b, 0).

On va pouvoir étendre ces coordonnées (F, P,Q, T ) de V à un voisinage NW du tore Nx∗ .
Pour cela, on commence par étendre C en une application encore notée C définie par :

W × Rd −→ M
(b, τ) 7−→ Φτ (σ(b)) ,

où Φτ (x) = φτ1XF1
◦ ... ◦φτdXFd comme dans la preuve d’Arnold-Liouville. Cette nouvelle application C est un difféomorphisme

local symplectique (c’est une conséquence du fait que σ(W) est transverse aux sous-variétés intégrales de XF1 , ..., XFd et de
l’écriture canonique de ω|V en termes des fonctions Fi, Ti, Pi, Qi qui vérfient Φ∗τFi = Fi, Φ∗τTi = Ti, Φ∗τPi = Pi et Φ∗τQi = Qi).

Soit NW := C (W ×Rd). Comme C envoie surjectivement les ensembles {b = cste} sur les composantes connexes Nx des
sous-variétés intégrales de la distribution engendrée par les XFi qui intersectent {T = 0} (cela se traduit par le fait que Rd
agit transitivement sur Nx comme on l’avait déjà vu dans la preuve d’Arnold-Liouville), il vient

NW =
⋃

{x|Nx∩{T=0}=x}

Nx.

Remarquons maintenant que si x′ ∈ Nx, StabRd(x′) = StabRd(x). Cela vient encore du fait que la connexité de Nx
implique la transitivité de l’action Φ et du fait que le groupe (Rn,+) est commutatif. On pourra donc noter L(Nx) le stabi-
lisateur de chaque point de Nx.

Si τ ′ − τ ∈ L(Nσ(b)), il est évident que C (b, τ) = C (b, τ ′), si bien que C induit une application

W × Td −→ M
(b, τ) 7−→ Φτ (σ(b)).

Cette dernière application est injective car si Φτ (σ(b)) = Φτ ′(σ(b′)), alors σ(b) et σ(b′) sont dans la même orbite pour l’action
de Rn ; or ces orbites sont justement les composantes connexes Nx qui sont les sous-variétés intégrales considérées. Donc
nécessairement σ(b′) = σ(b) puisque σ(b) et σ(b′) appartiennent à {T = 0} et à la même sous-variété intégrale.
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Dans la suite, on notera (F, P,Q, T ) les inverses locaux de C et (f, p, q, τ) les points et les coordonnées sur W × Rd.

Observation : Si x, x′ ∈ NW sont tels que F (x) = F (x′), alors L(Nx) = L(Nx′).
Démontrons cela. On remarque d’abord que XFi = − ∂

∂Ti
, XPs = − ∂

∂Qs
et XQs = ∂

∂Ps
. Il s’ensuit que l’application

Ψt : NW −→ M

x 7−→ φt1XF1
◦ ... ◦ φtdXFd ◦ φ

td+1
XP1
◦ ... ◦ φtnXPn−d ◦ φ

tn+1
XQ1

◦ ... ◦ φt2n−dXQn−d

commute avec l’application
Φτ : NW −→ M

x 7−→ φτ1XF1
◦ ... ◦ φτdXFd .

Ainsi, s’il existe t tel que x′ = Ψt(x), alors L(Nx) = L(Nx′).
Or, si x et x′ ont pour coordonnées respectives (f, p, q, τ) et (f, p′, q′, τ ′), posant t = (−τ ′1 + τ1, ...,−q′1 + q1, ..., p

′
1 − p1, ...),

on a x′ = ψt(x). On a donc obtenu ce que l’on voulait.

Par conséquent, L(Nx) et la matrice des périodes 11 correspondante L(Nx) pourront être notées plutôt L(F (x)) et L(F (x))
ou encore L(f) et L(f), pour f ∈ W.

Le but est maintenant de construire un symplectomorphisme

S : W × Rd −→ B̂ × Rn
(f, p, q, τ) 7−→ (a(f), p, q, L(f)τ),

de sorte que l’on puisse réaliser un changement de coordonnées symplectiques (f, p, q, τ) 7→ (a, p, q, α̂) avec α̂ = L(f)τ et
pour lequel a ne dépend que de f .

La condition pour laquelle S est symplectique est donnée par∑
i

dai ∧ dα̂i =
∑
i

dfi ∧ dτi. (?)

Comme τi =
∑

j
Lij(f)α̂j et comme a et la matrice des périodes L ne dépendent que de f , on a immédiatement

dai ∧ dα̂i =
∑
j

∂ai
∂fj

dfj ∧ dα̂i

dfi ∧ dτi = dfi ∧

(∑
j,l

∂Lij(f)

∂fl
α̂jdfl +

∑
j

Lij(f)dα̂j

)
.

La condition (?) se réécrit alors 
∂ai
∂fj

= Lji(f) ∀i, j = 1, ..., d

∂Lij(f)
∂fl

= ∂Llj(f)
∂fi

∀i, j, l = 1, ..., d

La deuxième ligne constitue en quelque sorte une condition nécessaire pour que la première soit intégrée en une application
a = a(f) définie sur un certain sous-ensemble de F (NW).

On va montrer que cette deuxième condition est assurée.
En effet, C−1(σ(W)) =

⋃
ν∈Zn Σν(W), où

Σν : W −→ W × Rn
(f, p, q) 7−→ (f, p, q, L(f)ν)

Comme C est symplectique et σ(W) est co-isotrope, on a l’existence de ν ∈ Zn tel que Σν(W) est co-isotrope. Autrement
dit, il existe ν ∈ Zn tel que ∀(b, τ) ∈ Σν(W), (T(b,τ)Σν(W))⊥ω(b,τ) ⊂ T(b,τ)Σν(W).
Comme une base de T(b,τ)Σν(W) est donnée par

Wi := ∂

∂fi
+

d∑
j,l=1

∂Ljl
∂fi

νl
∂

∂τi

Ys := ∂
∂ps

Zs := ∂
∂qs

,

11. La matrice des périodes d’un réseau Z de Rn est par définition la matrice d’une base du réseau Z dans la base canonique de Rn.
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où i = 1, ..., d et s = 1, ..., n− d, écrivant de manière générale

V =
∑
i

(
Vfi

∂

∂fi
+ Vτi

∂

∂τi

)
+
∑
s

(
Vps

∂

∂ps
+ Vqs

∂

∂qs

)
,

et utilisant que ω =
d∑
i=1

dFi ∧ dTi +
n−d∑
s=1

dPs ∧ dQs, il vient

ω(V,Wi) =
∑
j,l

Vfj
∂Pjl
∂fi

νl − Vτi

ω(V, Ys) = −Vqs
ω(V,Zs) = Vps .

Donc V ∈ (T(b,τ)Σν(W))⊥ω(b,τ) ⇐⇒ V =
d∑
i=1

VfiWi. Ainsi les (Wi) constituent une base de (T(b,τ)Σν(W))⊥ω(b,τ) .

Finalement, (T(b,τ)Σν)⊥ω(b,τ) est isotrope si et seulement si ∀i, j, ω(Wi,Wj) = 0. D’où l’existence du difféomorphisme S
voulu après avoir vu que

ω(Wi,Wj) =
∑

l
((Wi)fl(Wj)τl − (Wj)fl(Wi)τl)

=
∑
k

νk

(
∂Lik
∂fj

− ∂Ljk
∂fi

)
.

Enfin, on définit la relation d’équivalence suivante sur B̂ × Rn :

(â, p, q, α̂) ∼ (â′, p′, q′, α̂′)⇐⇒
déf

{
(â, p, q) = (â′, p′, q′)

α̂′ − α̂ ∈ L(a−1(â))
(
StabRn(σ(a−1(â), p, q))

)
La composée C ◦S−1 : B̂ × Rn −→ NW induit alors par passage au quotient un symplectomorphisme B̂ × Tn −→ NW qui
vérifie les propriétés voulues. �
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3 Symétries d’un système hamiltonien et problème de Kepler.
3.1 Symétries d’un système hamiltonien.
Définition On appelle symétrie d’un système hamiltonien (M,ω,H) tout symplectomorphisme φ : M →M tel que
φ∗XH = XH .

Définition On appelle symétrie infinitésimale d’un système hamiltonien (M,ω,H) tout champ de vecteurs X sur
M tel que LXω = 0 et [X,XH ] = 0.

Proposition 27 Soit (M,ω,H) un système hamiltonien. Si f est un élément de C∞(M) qui est invariant sous le
flot de XH , alors le champ hamiltonien Xf associé à f est une symétrie infinitésimale de (M,ω,H).

Démonstration
D’abord, la formule de Cartan et le fait que ω est fermée montrent que pour tout champ de vecteurs X sur M , on a
LXω = diXω. Comme Xf est hamiltonien, on a par définition iXfω = −df , d’où LXfω = 0.
Ensuite, [Xf , XH ] = − d

dt |t=0

(
φtXH

)∗
Xf . La proposition sera ainsi démontrée si l’on prouve que

(
φtXH

)∗
Xf = Xf . Or, cela

découle du calcul formel suivant et de la définition de XH : pour tout p ∈M , pour tout u ∈ TpM , on a

ωp
((
φtXH

)∗
Xf (p), u

)
= ωp

((
Dpφ

t
XH

)−1 (Xf (φtXH (p))), u
)

=
((
φ−tXH

)∗
ω
)
φt
XH

(p)

(
Xf (φtXH (p)), DpφtXH (u)

)
= ωφt

XH
(p)
(
Xf (φtXH (p)), DpφtXH (u)

)
(d’après la proposition 9)

= −Dφt
XH

(p)f
(
Dpφ

t
XH

(u)
)

= −Dp(f ◦ φtXH )(u)
= −Dpf(u),

le passage de l’avant-dernière à la dernière ligne étant justifié par le fait que f est φtXH -invariante. �

Une autre propriété importante parfois présentée comme le théorème de Noether et dont la démonstration est
analogue à la celle de la proposition précédente s’énonce comme suit.

Proposition 28 Soit (M,ω,H) un système hamiltonien. Si G est un groupe de Lie constitué de symplectomor-
phismes de M sur M qui agit de façon hamiltonienne en préservant l’hamiltonien H, alors G est un groupe de
symétries du système hamiltonien.

Remarque
On parle de symétries évidentes pour qualifier les éléments d’un groupe de Lie G comme dans la proposition
précédente. �

Définition On appelle symétrie hamiltonienne d’un système hamiltonien (M,ω,H) tout champ de vecteurs X sur
M globalement hamiltonien et qui est une symétrie infinitésimale de ce système.

Remarque
Au vu de la proposition 27, dès que f est un élément de C∞(M) qui est invariant sous le flot de XH , le champ
hamiltonien Xf associé à f est une symétrie hamiltonienne de (M,ω,H). �

Voici l’intérêt principal de cette notion.

Proposition 29 Soient (M,ω,H) et (M̃, ω̃, H̃) deux systèmes hamiltoniens dont les variétés symplectiques sous-
jacentes sont symplectomorphes. Soit φ : M −→ M̃ un symplectomorphisme. On suppose que φ∗XH̃ = fXH pour
une certaine fonction f sur M qui garde un signe constant non-nul. Soit Z un champ de vecteurs sur M .
Si φ∗Z est une symétrie hamiltonienne de (M̃, ω̃, H̃) associée à un hamiltonien g̃, alors Z est un champ de vecteurs
hamiltonien sur M (associé à g̃ ◦ φ) et on a l’équivalence

Z est une symétrie infinitésimale de (M,ω,H) ⇐⇒ ∀m ∈M, [Xg̃◦φ, Xf ](m) = 0 ou DmH = 0.

Démonstration
On suppose que φ∗Z est une symétrie hamiltonienne de (M̃, ω̃, H̃).
D’abord, comme φ∗Z est hamiltonien, il existe g̃ ∈ C∞(M̃) tel que iφ∗Z ω̃ = −dg̃. Puisque φ est symplectique, on montre
aisément que iZω = −d(g̃ ◦ φ) ; cela montre que Z est hamiltonien.
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Comme on l’a fait remarquer plus haut, le fait que Z soit hamiltonien implique automatiquement que LZω = 0. On pourrait
également mener un calcul utilisant les définitions des tirés-en-arrière et poussés-en-avant pour montrer que iZ(φ∗ω̃) =
φ∗(iφ∗Z ω̃), de sorte qu’on aurait aussi

LZω = d ◦ iZ(φ∗ω̃)
= d ◦ φ∗(iφ∗Z ω̃)
= φ∗(d ◦ iφ∗Z ω̃)
= φ∗Lφ∗Z ω̃
= 0.

Finalement, il reste à montrer que [Z,XH ] = 0 si et seulement si [Z,Xf ] = 0 ou DmH = 0. Comme [φ∗Z,XH̃ ] = 0 et
φ∗XH̃ = fXH par hypothèse, on a immédiatement [Z, fXH ] = 0, c’est-à-dire

f [Z,XH ] + (Z · f)XH = 0.

Ainsi, [Z,XH ] = 0 si et seulement si (Z · f)XH = 0 si et seulement si pour tout m ∈ M , {f, g̃ ◦ φ}(m) = 0 ou XH(m) = 0.
Cela fournit exactement l’équivalence énoncée dans la proposition. �

Remarque
En particulier, reprenant les éléments qui précèdent, si f est la fonction constante égale à 1, alors φ∗Z est une
symétrie hamiltonienne de (M̃, ω̃, H̃) si et seulement si Z est une symétrie hamiltonienne de (M,ω,H). �

Définition Si g est une algèbre de Lie de dimension d, on dit qu’un système hamiltonien (M,ω,H) possède une
g-symétrie s’il existe d symétries hamiltoniennes de ce système qui engendrent une algèbre de Lie isomorphe à
g := Lie(G).

Remarque
On introduit dans la seconde sous-partie de ce troisième volet d’autres notions de symétries, en lien plus étroit avec
le vocabulaire des régularisations. �

3.2 Problème de Kepler ; symétries évidentes et nécessité de régularisation.
3.2.1 Présentation du problème de Kepler

Lorsque l’espace de configuration est Rn\{0}, on considère son fibré cotangent que l’on identifie à Rn\{0}×Rn
et que l’on appelle espace des phases.
On prendra toujours (q1, ..., qn, p1, ..., pn) comme coordonnées sur ce fibré cotangent. On écrira souvent (q, p) au
lieu de (q1, ..., qn, p1, ..., pn) pour désigner un élément générique de l’espace des phases.
La 1-forme de Liouville α associée admet donc l’expression

α =
n∑
i=1

pidq
i

valide sur tout l’espace des phases.
On peut ainsi considérer pour tout hamiltonien H défini sur l’espace des phases le système hamiltonien
(Rn\{0} × Rn, dα,H).

Lorsqu’en plus H s’exprime (à des constantes multiplicatives près) sous la forme

H(q, p) = 1
2 ||p||

2 − 1
||q||

,

où ||.|| désigne la norme euclidienne sur Rn, le système hamiltonien associé est nommé problème de Kepler de
dimension n.
Les équations de Hamilton associées qui décrivent physiquement le mouvement d’une particule dans Rn\{0} soumise
au potentiel r 7→ − 1

r (r = ||q|| désigne la distance de la particule à l’origine) prennent la forme suivante :
dqi
dt

= pi

dpi
dt

= − qi
||q||3

.

Autrement dit, le flot de XH permet de décrire complètement les solutions t 7→ q(t) de l’équation du mouvement
d’une particule dans Rn\{0} soumise au potentiel r 7→ − 1

r .
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3.2.2 Symétries évidentes du problème de Kepler.

Dans ce paragraphe, n désignera un entier naturel supérieur ou égal à 1 et (ei)1≤i≤n la base canonique de Rn.
L’action naturelle du groupe de Lie SO(n) sur Rn\{0} induit une action de SO(n) sur le fibré cotangent T∗(Rn\{0})
qui est symplectique (d’après la proposition 5). L’identification du fibré cotangent avec le fibré tangent de Rn\{0}
via le produit scalaire standard sur Rn permet de réécrire l’action précédente de la façon suivante :

SO(n)× T∗(Rn\{0}) −→ T∗(Rn\{0})
(A, (q, p)) 7−→ (Aq,Ap).

Cette action de SO(n) est hamiltonienne d’application moment

µn : T∗(Rn\{0}) −→ so(n)∗
(q, p) 7−→ (ξ 7→ 〈ξq, p〉) .

En plus, le hamiltonien H du problème de Kepler de dimension n est invariant sous l’action de SO(n).
De cela, il résulte que les champs de vecteurs hamiltoniens associés aux composantes de l’application moment µn
(ces composantes ne sont rien d’autre que les coefficients de l’expression de µn comme combinaison linéaire des
vecteurs e∗i,j := µn(ei, ej) formant une base de l’algèbre de Lie so(n+ 1)∗) forment n(n−1)

2 symétries infinitésimales
du problème de Kepler de dimension n. Ces composantes sont les applications

µi,j : T∗(Rn\{0}) −→ R
(q, p) 7−→ qipj − qjpi.

De cette étude et de la proposition 28, il résulte que le problème de Kepler de dimension n présente une so(n)-
symétrie et que les éléments du groupe de Lie SO(n) sont des symétries évidentes du problème de Kepler de
dimension n.

3.2.3 Nécessité d’une régularisation des orbites de collision.

Définition On appelle orbite de collision du problème de Kepler toute courbe intégrale t 7→ φtXH (p) du champ de
vecteurs XH qui n’est pas définie sur tout R.

Tout l’intérêt de ce mémoire prend sa source dans la proposition qui suit.

Proposition 30 Le champ hamiltonien de Kepler XH n’est pas complet. Autrement dit, il existe des orbites de
collision pour le problème de Kepler.

Démonstration
L’idée est de voir qu’il existe des solutions intégrales du système associé à XH qui quittent les compacts en temps fini. Par
exemple, considérons la solution intégrale c : t 7→ (q(t), p(t)) = (r(t), ṙ(t)) d’énergie fixée H < 0 telle que c(0) = (− 1

H
, 0) et

telle que r(t) et ṙ(t) sont colinéaires pour tout t (ce qui correspond à un moment angulaire q(t) ∧ p(t) nul).
Puisque pour tout t appartenant au domaine de définition de c, on a 1

2 ṙ(t)
2− 1

r(t) = H, le temps mis pour atteindre l’origine

vaut
∫ − 1

H

0

dr√
2
r

+ 2H
qui est bien une intégrale convergente. �

La proposition précédente motive la définition suivante.

Définition On appelle complétion d’un système hamiltonien (M,ω,H) la donnée d’un système hamiltonien (N,Ω, H̃)
tel que le flot de XH̃ sur N est complet et d’un plongement φ : M −→ N symplectique tel que φ∗H̃ = H.

Remarque
Parfois, on parvient à construire une application φ comme dans la définition précédente, à ceci près que l’on n’ait pas
φ∗H̃ = H mais simplement l’équivalence 12 entre les champs de vecteurs XH et XH̃ au moyen de cette application ;
dans ce cas, on ne parlera bien sûr pas de complétion mais on adoptera plutôt la terminologie suivante, d’ailleurs
plus largement répandue dans la littérature. �

12. Pour la notion d’équivalence entre champs de vecteurs, on pourra se référer au paragraphe 1.3.
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Définition On appelle régularisation d’un système hamiltonien (M,ω,H) la donnée d’un système hamiltonien
(N,Ω, H̃) tel que le flot de XH̃ sur N est complet et d’un plongement φ : M −→ N symplectique tel que les champs
de vecteurs φ∗XH̃ et XH sont équivalents.

Souvent les procédés de régularisation que l’on va expliciter dans les volets suivants vont permettre d’exhiber
des g-symétries cachées du problème de Kepler, c’est-à-dire des g-symétries hamiltoniennes (infinitésimales) d’un
système hamiltonien qui régularise le système initial. Aussi, au vu de ce qui précède et du paragraphe 3.1, toute
g-symétrie cachée du problème de Kepler qui est une g-symétrie hamiltonienne d’un système hamiltonien qui fournit
une complétion du problème de Kepler sera une g-symétrie hamiltonienne du problème de Kepler.
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4 Géométrie du problème de Kepler et régularisation en petite dimen-
sion.

4.1 Le problème de Kepler comme système super-intégrable.
On a vu en toute généralité que le problème de Kepler correspondant à la dimension n ≥ 2 possède n(n−1)

2
symétries infinitésimales données par la so(n)-symétrie évidente qui engendrent une algèbre de Lie isomorphe à
celle de so(n), donc n(n−1)

2 intégrales premières dont on connaît les crochets de Poisson. Le théorème de Mischenko
et Fomenko et la résolution du système 2n− d = n(n− 1)

2
d ≥ n

montrent que pour n ≥ 3, le problème de Kepler est intégrable au sens non-commutatif et même dégénéré pour n ≥ 4.

On considère maintenant le problème de Kepler correspondant à la dimension n = 2 dont l’espace des phases
est M := {(q, p) ∈ T∗R2|H(q, p) < 0 et q 6= 0}.
On a trois intégrales premières du système hamiltonien considéré données par :

– la composante F3 du moment angulaire q × p dans la direction orthogonale au plan ;
– les deux composantes dans le plan F1 et F2 du vecteur de Runge-Lenz ε = 1√

−2H

(
q × (p× q)− q

||q||

)
. 13

On pose alors F : M → R3 l’application dont les fonctions coordonnées sont les Fi. On vérifie que F est une
submersion et que ||F ||2 = − 1

2H .
La matrice P qui donne les crochets de Poisson {Fi, Fj} et qui apparaît dans les hypothèses du théorème 2.2 est
donnée par  0 −F3 F2

−F3 0 F1
−F2 F1 0

 .
C’est une matrice de rang 2 = 2× 2− 2× 1.
Ainsi, les hypothèses du théorème 2.2 sont vérifiées et le problème de Kepler de dimension 2 est dégénéré.
De la sorte, les fibres de F sont des cercles S1 et forment un feuilletage F de M qui est symplectiquement complet.
Comme {H,Fi} = 0 pour i = 1, 2, 3, le feuilletage polaire F⊥ de M (dont les feuilles sont générées par les flots des
champs hamiltoniens XFi , pour i = 1, 2, 3) est donné par les ensembles de niveau {H = cste} qui sont des sous-
variétés de M de dimension 3. Notons que l’ensemble de niveau {H = −k} correspond exactement à l’ensemble
{||F ||2 = 1

2k}. Par ailleurs, le hamiltonien H est une intégrale première de F⊥.
On a donc aussi le fait que XH engendre la distribution intégrable associée à F ou encore que le feuilletage F est
généré par le flot de XH .
Or, le flot de XH génère également les orbites de Kepler. Ainsi, les orbites de Kepler correspondent aux fibres de
F .

On verra plus loin que les régularisations du problème de Kepler de dimension n ≥ 2 fournissent n symétries
infinitésimales supplémentaires à la so(n)-symétrie hamiltonienne évidente ; notamment, cela permet de montrer
comme pour le cas n = 2 que le problème de Kepler de dimension 3 est lui aussi dégénéré. De la sorte, le problème
de Kepler est dégénéré en toute dimension n ≥ 2.

4.2 Régularisation en petite dimension de Levi-Civita avec une approche géomé-
trique.

Dans cette partie, on étudie la topologie du problème de Kepler de dimension 2 pour les orbites d’énergie négative
fixée ; l’espace des phases sera noté Σc := {(q, p) ∈ T∗(R2\{0})| H(q, p) = −c2}, pour une constante c ∈ R∗+ que
l’on supposera fixée une fois pour toutes dans la suite. En outre, on présente d’un point de vue assez géométrique
une compactification de ce système hamiltonien.
On décrit d’abord la topologie de l’espace des phases.

13. On retrouvera plus loin de façon naturelle l’expression des composantes de ce vecteur bien connu des physiciens lorsqu’on procèdera
à des régularisations du problème de Kepler.
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4.2.1 Topologie de l’espace des phases.

On observe que Σc s’écrit aussi ⋃
p∈R2

{(q, p) ∈ R2\{0} × {p}||q| = 1
|p|2
2 + c2

},

ce qui montre que la projection selon la seconde composante Σc −→ R2 est un fibré en S1 sur la base R2 qui est
contractile, donc via un théorème d’Ehresmann, Σc correspond topologiquement au produit S1 × R2.

Notons qu’il est possible de donner un difféomorphisme explicite entre Σc et le tore plein privé de son bord
S1 ×D2 (où D2 désigne le disque unité ouvert dans R2). Il suffit en effet de prendre l’application

Σc −→ S1 ×D2

(q, p) 7−→
(

q
||q|| ,

1√
2 ||q||

1
2 p
)
.

4.2.2 Plongement de l’espace des phases dans RP3.

On va montrer en quoi la sous-variété Σc est reliée à RP 3.
En identifiant R2 à C de manière standard, on voit maintenant q ∈ C\{0} et p ∈ C.

Pour la suite, on fixe une fois pour toutes une sous-variété Σc.
L’application de Levi-Civita

ΠC : C\{0} × C −→ C\{0} × C
(z, w) 7−→ (q, p) :=

(
2z2, cwz

) ,
qui est symplectique à facteur multiplicatif constant près égal à 2c, induit un revêtement à deux feuillets

Σ̃c −→ Σc
(z, w) 7−→ (q, p) :=

(
2z2, cwz

)
,

où Σ̃c := {|w|2 + |z|2 = 1
2c2 }\{z = 0}.

On peut voir que Σ̃c correspond topologiquement à S3\S1 ou encore à⋃
{|w|< 1

2c2
}

{(z, w)||z|2 = 1
2c2 − |w|

2},

donc topologiquement à S1×D2, soit encore à S1×R2 via le théorème d’Ehresmann. Le système différentiel associé
au champ hamiltonien de Kepler XH est le système

dq

dt
= p

dp

dt
= − q

||q||3
.

sur Σc a pour image réciproque par πc sur Σ̃c le champ (que l’on notera X) défini par le système différentiel linéaire

(S) :=


dz

ds
= w

dw

ds
= −z

,

où s et t sont des variables temporelles reliées par
ds

dt
= c

||q||
. 14

Il suffit effectivement d’écrire 
dq

dt
= dq

dz

dz

ds

ds

dt
dp

dt
= c

z

dw

dt
− cw

z2
dz

dt
.

14. Cela constitue le changement de paramètre de Levi-Civita.

44



Autrement dit, Π∗cXH(z, w) = c
||z||2X(z, w), ce qui veut dire que les flots de XH et de X sont équivalents au sens

du paragraphe 1.3 ; cela s’écrit
ΠC(φs(t)X (z, w)) = φtXH (ΠC(z, w)).

Notons que si l’on effectue le changement de variables (symplectique à constante multiplicative près) défini par

ζ : {|w|2 + |z|2 = 1
2c2 } ∼= S3 −→

{
|u1|2 + |u2|2 = 1

c2

} ∼= S3

(z, w) 7−→ (u1, u2)

où {
u1 = w + iz

u2 = w + iz,

le système (S) devient :

(S′) :=


du1

ds
= iu1

du2

ds
= iu2.

Cela définit un nouveau champ de vecteurs X ′ sur
{

(u1, u2) ∈ C2| |u1|2 + |u2|2 = 1
c2

}
tel que

φsX(ζ−1(u1, u2)) = ζ−1(φsX′(u1, u2)).

Le système (S′) se résout en {
u1(s) = C1e

is

u2(s) = C2e
is,

où C1 et C2 sont des complexes qui doivent vérifier |C1|2 + |C2|2 = 1
c2 . Chaque couple (u1(s), u2(s)) = (C1e

is, C2e
is)

appartient donc à

{(u1, u2) ∈ C2||u1|2 + |u2|2 = 1
c2 }
⋂
{(u1, u2) ∈ C2|[u1;u2] = [C1;C2] ∈ CP 1} = S3⋂{une droite complexe}

= un grand cercle de S3.

Cela motive le paragraphe suivant, où l’on décrit notamment la géométrie des courbes intégrales du système (S′).

4.2.3 Lien avec l’application de Hopf et géométrie des trajectoires de Kepler.

L’application
C2 −→ CP 1

(u1, u2) 7−→ [u1;u2]

induit par restriction à S3 l’application de Hopf

S3 ⊂ C2 −→ CP 1 ' S2

(u1, u2) 7−→ [u1;u2]

qui est une fibration lisse localement triviale de fibre type S1. Les fibres sont les courbes intégrales du système (S′).
Essayons de mieux comprendre l’organisation de ces fibres dans S3.

Pour cela, on est amené à considérer pour chaque couple (C1, C2) ∈ C2 tel que |C1|2 + |C2|2 = 1
c2 la sous-variété

de S3 d’équation {|u1|2 = C1} et {|u2|2 = C2} qui est laissée invariante par le flot du champ de vecteurs défini par
le système (S′).
En général, si C1 6= 0 et C2 6= 0, cette sous-variété est un tore T2 = S1 × S1.
Si par contre C1 = 0 ou C2 = 0, la sous-variété est "dégénérée" en un cercle S1.
Il s’agit de noter que la courbe intégrale correspondant à{

u1(s) = C1e
is

u2(s) = C2e
is
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est un grand cercle S1 sur le tore d’équations|u1|2 + |u2|2 = 1
c2

|u1|2 − |u2|2 = C2
1 − C2

2 .

Le schéma suivant permet de visualiser la fibration de Hopf projetée stéréographiquement dans R3 d’un point de
vue assez global (il faut imaginer un empilement de tores concentriques pour chacun desquels on a un agencement
des fibres comme sur le dessin) ; notamment, on voit comment les fibres s’enchevêtrent.

Il est à noter que les fibres sont deux à deux enlacées. Cela se voit le mieux lorsque les deux cercles appartiennent
à un même tore.

Passons maintenant à la géométrie et à la topologie des trajectoires de Kepler.
La projection selon la première composante de l’image par le changement de variables (u1, u2) 7−→ (z, w) suivi par
l’application πC de Levi-Civita de la courbe intégrale s 7−→ (u1(s), u2(s)) de (S′) qui s’écrit{

u1(s) = r1e
θ1+s

u2(s) = r2e
θ2+s,

avec r2
1 + r2

2 = 1
c2 correspond exactement à l’ellipse d’équation :

q = −1
2e

iφ[(r2
1 + r2

2) cosχ− 2r1r2 + i(r2
1 − r2

2) sinχ)],
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où φ = θ1 − θ2 = arg u1 − arg u2[2π] et χ = θ1 + θ2 + 2s = arg u1 + arg u2[2π].
Le grand axe de cette ellipse est incliné de l’angle φ par rapport à l’axe des abscisses et a pour longueur 2a = r2

1 +r2
2 ;

le petit axe est de longueur 2b = |r2
2 − r2

1|. L’excentricité de cette ellipse vaut
√
a2−b2
a = 2c2r1r2.

Notons que les trajectoires circulaires correspondent à a = b, c’est-à-dire à r1 = 0 ou r2 = 0, soit encore u1 = 0
ou u2 = 0.
Les orbites de collision correspondent aux courbes intégrales dans Σ̃c qui vérifient z = 0, autrement dit aux courbes
intégrales qui remplissent le tore d’équations 

|u1| = |u2| =
1√
2c

|u1|2 + |u2|2 = 1
c2

Les courbes intégrales remplissant le tore d’équations{
|u1| = r1

|u2| = r2

avec r1, r2 6= 0 et r1 6= r2 correspondent à des ellipses qui diffèrent par l’angle φ.
Remarquons que les points opposés (u1, u2) et (−u1,−u2) qui appartiennent à la même courbe intégrale du flot de
(S′) ont même image par πc. Chaque ellipse keplerienne est ainsi revêtue deux fois par la courbe intégrale de (S′)
qui lui correspond. En particulier, le tore d’équations{

|u1| = r1

|u2| = r2

avec r1, r2 6= 0 et r1 6= r2 a pour image par πc un tore de Σc qu’il revêt deux fois.

Il est intéressant d’observer à présent la trace des courbes intégrales de (S′) sur le sous-ensemble de C2 défini
par

A := {(u1, u2) ∈ (C\{0})2||u1|2 + |u2|2 = 1
c2
, χ ≡ 0 [2π]},

difféomorphe à S1×
]
− 1
c2 ,

1
c2

[
(A est donc un anneau, appelé anneau de section) ; un tel difféomorphisme est donné

par exemple par :
A −→ S1 ×

]
− 1
c2 ,

1
c2

[
(u1, u2) 7−→ (arg u1 [2π], |u1|2 − |u2|2).

Proposition 31 Chaque courbe intégrale non-circulaire de (S′) rencontre transversalement A en deux points dia-
métralement opposés de

{
(u1, u2) ∈ C2||u1|2 + |u2|2 = 1

c2

}
identifié à S3.

Démonstration
Pour C1, C2 complexes tels que |C1|2 + |C2|2 = 1

c2 , il s’agit de résoudre
|u1|2 + |u2|2 = 1

c2

arg u1 + arg u2 ≡ 0 [2π]
u1

u2
= C1

C2
,

ce qui fournit arg u1 = 1
2 arg

(
C1
C2

)
[π] �

Le quotient A de A modulo la relation d’antipodie est encore difféomorphe à S1 ×
]
− 1
c2 ,

1
c2

[
et rencontre en un

seul point chaque courbe intégrale non-circulaire du flot quotient de celui donné par (S′) sur RP 3 qui est le quotient
de S3 par la relation d’antipodie.

L’objet du paragraphe qui suit est de montrer que le flot quotient du champ X ′ définissant (S′) par la relation
d’antipodie est équivalent à un flot bien connu : le flot géodésique de S2 sur la variété T ∗1 S2 (ou encore, comme on
va le voir, à SO(3) ou RP3) pour la métrique ronde standard sur S2.
Cela aboutira naturellement à une régularisation du problème de Kepler (restreint à une orbite d’énergie négative
fixée) de dimension 2.
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4.2.4 Etablissement d’une équivalence entre le problème de Kepler considéré et le système hamil-
tonien géodésique sur T∗1S2.

On commence par deux propositions qui vont permettre de préciser le flot géodésique de la variété riemannienne
euclidienne S2 et de construire un difféomorphisme RP 3 −→ SO(3) qui va permettre d’entrelacer (à reparamé-
trisation près de la variable temporelle) le flot quotient de celui de X ′ par l’antipodie et le flot géodésique sur
SO(3).

Proposition 32 – Le fibré tangent unitaire T1S
2 sur S2 (lui-même isomorphe au fibré cotangent unitaire

T∗1S2) est difféomorphe au groupe des rotations SO(3) de R3. En particulier, SO(3) est muni d’une structure
symplectique qui fait du difféomorphisme précédent un symplectomorphisme.

– Le groupe spécial unitaire SU(2) est difféomorphe à S3. Cela permet aussi de transporter via ce difféomor-
phisme la structure symplectique de

{
|u1|2 + |u2|2 = 1

c2

}
à SU(2).

Démonstration
– On voit ici S2 comme la sphère unité dans R3.

Pour (x, y) ∈ T1S
2, on considère le produit vectoriel x × y. Alors B(x,y) := (x, y, x × y) est une base orthonormée

directe de R3 si bien que, si l’on note B la base canonique dans R3, la matrice de passage PB(x,y)
B est un élément de

SO(3). On obtient ainsi une application
T1S

2 −→ SO(3)
(x, y) 7−→ P

B(x,y)
B

qui est évidemment de classe C∞. On vérifie sans peine qu’elle est bijective et que son inverse (que l’on sait expliciter)
est aussi de classe C∞.

– Pour la deuxième assertion, il suffit de remarquer que

SU(2) =
{(

a b

−b a

)
|a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1

}
.

Corollaire 7 Le flot géodésique φtXG de S2 prend donc ses valeurs dans SO(3).
De plus, on a :

φtXG(Id) =

 cos t − sin t 0
sin t cos t 0

0 0 1

 ,
si bien que pour tout élément g ∈ SO(3), on a aussi

φtXG(g) = g

 cos t − sin t 0
sin t cos t 0

0 0 1

 .
Démonstration
Pour la deuxième assertion, il s’agit de remarquer que Id ∈ SO(3) correspond à ((1, 0, 0), (0, 1, 0)) ∈ T1S

2 via le difféomor-
phisme entre T1S

2 et SO(3) et que la géodésique de S2 qui passe par (1, 0, 0) au temps t = 0, qui a pour vecteur tangent
initial (0, 1, 0) et dont le paramétrage se fait à vitesse 1 passe par le point (cos t, sin t, 0) au temps t.
Ensuite, l’élément ((cos t, sin t, 0), (− sin t, cos t, 0)) ∈ T1S

2 correspond à la rotation d’angle t et d’axe (Oz) via le difféomor-
phisme précédent.
Pour en déduire la dernière partie, on remarque que le flot géodésique commute avec les relevés aux espaces tangents
des isométries de S2 ; ainsi, avec l’identification de T1S

2 et SO(3) donnée plus haut, pour tous g, g0 ∈ SO(3), on a
φtXG(gg0) = gφtXG(g0). Il reste maintenant à prendre g0 = Id dans la dernière égalité. �

Proposition 33 SU(2) est un revêtement à deux feuillets de SO(3).

Démonstration
Il est tout à fait possible de considérer l’action adjointe du groupe de Lie SU(2) sur son algèbre de Lie su(2) qui est à
valeurs dans le groupe orthogonal de su(2) pour la forme quadratique Det induite par le déterminant et de noter que l’espace
(su(2),Det) est isométrique à l’espace euclidien standard de dimension 3. Cela permet sans grand effort supplémentaire
d’obtenir la proposition.

On propose ici une autre preuve qui donne une construction explicite d’un tel revêtement.
On commence par considérer l’action naturelle de SU(2) sur C2 qui induit une action φ de SU(2) sur CP 1.
On note S la projection stéréographique de S2\{N} sur R2 qui induit un difféomorphisme (encore noté S) entre S2 et CP 1.
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Pour g ∈ SU(2), on définit la composition Φg := S−1 ◦ φg ◦ S. Notant (e1, e2, e3) la base canonique de R3, on définit
l’application

Ψ : SU(2) −→ M(3,R)
g 7−→ Mat(e1,e2,e3)(Φg(e1),Φg(e2),Φg(e3)).

Si l’on prend la matrice g =
(

α β

−β α

)
comme élément générique de SU(2), on peut expliciter l’application Ψ ; en effet,

il vient

Ψg =

 R(α2 − β2) I (α2 − β2) 2R(αβ)
I (α2 + β2) −R(α2 + β2) 2I (α2β)
−2R(αβ) −2I (αβ) |α|2 + |β|2

 .
Comme Φg est à valeurs dans S2 et que 〈Φg(ei),Φg(ej)〉 = 0 pour 1 ≤ i 6= j ≤ 3, on observe que pour tout g, l’endomorphisme
Ψ(g) est un endomorphisme orthogonal de R3. Comme Ψ est continue et SU(2) est connexe, Ψ est bien à valeurs dans SO(3).
L’application Ψ est surjective. En effet, SO(3) est engendré par exemple par les rotations d’angles φ autour de l’axe (Oz)
dirigé par e3 et d’angles θ autour de l’axe (Ox) dirigé par e1. Or ces deux matrices sont les images respectives par Ψ des
matrices(

ei
φ
2 0

0 e−i
φ
2

)
et
(

cos θ2 i sin θ
2

i sin θ
2 cos θ2

)
qui sont des éléments de SU(2).

Ensuite, Ψ est un morphisme de groupes de Lie SU(2) −→ SO(3) dont la différentielle en l’identité I2 est un isomorphisme
et on vérifie que le noyau de Ψ est {±I2}. Cela achève la démonstration. �

Remarque
On vérifie d’abord que le revêtement construit précédemment est un symplectomorphisme local relativement aux
structures symplectiques de SU(2) et SO(3) explicitées dans la proposition 32.
On obtient dès lors une application symplectique

ρ :
{
|u1|2 + |u2|2 = 1

c2

}
' S3 −→ SU(2) −→ SO(3)

(u1, u2) 7−→
(

cu1 cu2
−cu2 cu1

)
7−→ Ψ

((
cu1 cu2
−cu2 cu1

))
qui descend évidemment en un symplectomorphisme ρ : RP 3 −→ SO(3). �

La proposition suivante est le fruit du travail de ce paragraphe.

Proposition 34 Le flot géodésique de S2 (défini sur SO(3)) et le flot du champ X ′ définissant (S′) sur S3 sont
reliés par la formule suivante :

φtXG(ρ(±(u1, u2))) = ρ
(
φ
t
2
X′(u1, u2)

)
.

Démonstration
On commence par traiter le cas particulier où (u1, u2) = (1, 0). Alors

φtXG(ρ(±(1, 0))) = φtXG(Id)

=

[ cos t − sin t 0
sin t cos t 0

0 0 1

]
= Ψ

(
ei
t
2 0

0 e−i
t
2

)
= ρ(ei t2 , 0)
= ρ

(
φ
t
2
X′(1, 0)

)
.

Utilisant maintenant que ρ est un morphisme de groupes et que les flots φtXG et φt/2X′ commutent respectivement avec les
éléments de SO(3) et de S3, on en déduit la formule pour tout (u1, u2) appartenant à S3. �

On identifie S3 à {(u1, u2) ∈ C2| |u1|2 + |u2|2 = 1
c2 }.

Le difféomorphisme ζ : S3 −→ S3 descend en un difféomorphisme ζ : RP 3 −→ RP 3 symplectique.
Aussi, le revêtement à deux feuillets induit par l’application de Levi-Civita descend en un symplectomorphisme
ΠC : Σ̃c

Z/2 −→ ΣC .

Corollaire 8 Le flot obtenu sur RP 3 par quotient du flot du champ X ′ par la relation d’antipodie sur S3 est
équivalent au flot géodésique de S2.
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La sous-variété E := {(u1, u2) ∈ RP 3| u1 6= u2} de RP 3 est difféomorphe à RP 3\T2.

Finalement, tout ce qui précède permet d’aboutir au corolloraire suivant.

Corollaire 9 Le champ de vecteurs XH sur Σc est équivalent au champ de vecteurs géodésique XG sur SO(3). Plus
précisément, pour tout (u1, u2) ∈ E,

ΠC ◦ ζ
−1 ◦ ρ−1

(
φ

2s(t)
XG

(ρ((u1, u2)))
)

= φtXH

(
ΠC ◦ ζ

−1((u1, u2))
)
.

Ainsi, l’application ρ ◦ ζ ◦ΠC
−1 est un symplectomorphisme Σc −→ E ⊂ RP 3 qui fournit une compactification

du problème de Kepler de dimension 2 restreint à un niveau d’énergie négative fixée en le système hamiltonien
donné par le hamiltonien géodésique sur RP 3.

Enfin, il est bien d’observer ce qu’il advient des orbites de collision lors de la régularisation ; cela donne en
particulier une vision topologique de la compactification de Σc dans RP 3.

4.2.5 Ensemble correspondant aux orbites de collision dans RP3.

Les orbites de collision correspondent aux courbes dans S3 qui contiennent un point (u1, u2) avec u2 = u1
(puisque cela revient à contenir un point (z, w) où z = 0).

On en déduit qu’une courbe intégrale d’équation{
u1(t) = C1e

it

u2(t) = C2e
it

où |C1|2 + |C2|2 = 1
c2 correspond à une orbite de collision si et seulement si |C1| = |C2| = 1√

2c si et seulement si
∀t, |u1(t)| = |u2(t)| = 1√

2c .
Donc après régularisation, l’ensemble correspondant aux orbites de collision dans S3 est égal à l’ensemble des

(u1, u2) ∈ C2 tels que |u1| = |u2| = 1√
2c , qui est topologiquement un tore T2 = S1 × S1.

Dans RP3, cet ensemble est encore un tore T2.

Notons qu’avant la régularisation, les orbites de collision engendrent un cylindre ouvert S1 × R. Pour le voir,
il s’agit en effet d’exclure de S1 × S1 l’ensemble des couples (u1, u2) ∈ C2 tels que u2 = u1, ce qui correspond
topologiquement à un cercle S1.
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5 Régularisation du problème de Kepler de dimension n.
Dans toute cette partie, on considère les espaces euclidiens (Rn, 〈 , 〉). Le fibré cotangent de la variété Rn est

muni de la forme symplectique standard ωn =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi.

Pour n ≥ 1, on notera Sn la sphère unité de Rn+1. Son fibré cotangent T ∗Sn sera identifié à son fibré tangent

{(u, v) ∈ T∗(Rn+1)|||u||n+1 = 1, 〈u, v〉 = 0},

qui est aussi le fibré tangent unitaire à Sn. La forme Ωn+1 := ωn+1|T∗Sn est une forme symplectique sur T∗Sn.

On rappelle que le système hamiltonien qui correspond au problème de Kepler de dimension n est (T∗(Rn\{0}), ωnT∗(Rn\{0}), H)
où H est défini par

H(q, p) := ||p||
2

2 − 1
||q||

.

On va régulariser explicitement le problème de Kepler en restriction à {(q, p) ∈ T∗(Rn\{0})|H(q, p) < 0}.

5.1 Une première régularisation des orbites de Kepler d’énergie négative : la régu-
larisation de Moser.

5.1.1 Projection stéréographique et relevé aux fibrés cotangents.

On appellera N la point de Sn de coordonnées (0, 0, ..., 0, 1) dans Rn+1.
On rappelle que la projection stéréographique définie par

φ : Rn −→ Sn\{N}
x 7−→

(
2x1
||x||2+1 , ...,

2xn
||x||2+1 ,

||x||2−1
||x||2+1

)
est un difféomorphisme d’inverse

φ−1 : Sn\{N} −→ Rn

u 7−→
(

u1
1−un+1

, ..., un
1−un+1

)
.

Son relevé aux espaces cotangents est donc en vertu de la proposition 5 le symplectomorphisme donné par

Φ : T∗Rn −→ T∗(Sn\{N})
(x, β) 7−→ (φ(x), λ),

où
λ : Tφ(x)(Sn\{N}) −→ R

u 7−→ β(Dφ(x)φ
−1(u)).

On identifie dans la suite fibrés tangents et cotangents via les isomorphismes

Tφ(x)(Sn\{N}) −→ Tφ(x)(Sn\{N})∗ et TxRn −→ (TxRn)∗
v 7−→ (u 7→ 〈v, u〉) y 7−→ (t 7→ 〈y, t〉).

Il s’ensuit alors la proposition suivante.

Proposition 35 Le relevé de φ a pour expression :

Φ : T∗Rn −→ T∗(Sn\{N})
(x, y) 7−→ (u(x), v(x, y)),

où u(x) = φ(x) et vk = ||x||
2 + 1
2 yk − 〈x, y〉xk, pour k = 1, ..., n et vn+1 = 〈x, y〉.
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Démonstration
Soit (x, y) un élément de T∗Rn donné par l’identification entre fibrés tangents et cotangents. Ainsi y représente la forme
linéaire

β : TxRn −→ R
t 7−→ 〈y, t〉 .

On peut définir alors λ comme plus haut, ce qui donne l’expression du relevé de la projection stéréographique. Il s’agit de
trouver le représentant de λ dans l’identification Tφ(x)(Sn\{N}) −→ Tφ(x)(Sn\{N})∗ ; autrement dit, v(x, y) est l’unique
élément de Tφ(x)(Sn\{N}) tel que ∀z ∈ Tφ(x)(Sn\{N}), λ(z) = 〈v(x, y), z〉.

Prenons donc z ∈ Tφ(x)(Sn\{N}). D’abord, un calcul aisé montre que

Dφ(x)φ
−1(z) = ||x||

2 + 1
2


 z1

...
zn

+ zn+1

 x1
...
xn


 .

On calcule ensuite
λ(z) = β(Dφ(x)φ

−1(z))
= 〈y,Dφ(x)φ

−1(z)〉

= ||x||2 + 1
2

(
n∑
i=1

yizi + zn+1〈y, x〉

)

On observe enfin que v(x, y) comme défini dans la proposition vérifie également 〈v(x, y), z〉 = ||x||
2 + 1
2

(
n∑
i=1

yizi + zn+1〈y, x〉

)
.

Pour cela, on utilise bien sûr que z vérifie par définition 〈z, φ(x)〉 = 0.
Ainsi, v(x, y) est bien le représentant de la forme linéaire λ. �

5.1.2 La régularisation de Moser des niveaux d’énergie strictement négatifs.

Le théorème 1.3 est le point de départ de la régularisation de Moser.
On reprend les notations du début de cette section et on note

G : T∗(Sn\{N}) −→ R
(u, v) 7−→ 1

2 ||v||
2

le hamiltonien géodésique sur T∗(Sn\{N}).

Le but de ce paragraphe est de montrer qu’à changement de coordonnées symplectiques près à la source, l’in-
verse Φ−1 : T∗Rn → T∗(Sn\{N}) du relevé de la projection stéréographique réalise une équivalence entre le flot du
champ de Kepler sur le niveau d’énergie H = − 1

2 , k < 0 et le flot géodésique sur T∗1(Sn\{N}) : c’est l’objet de la
régularisation de Moser.

Plus précisément, la transformation géométrique canonique de Fourier, définie par

Fcan : T∗Rn −→ T∗Rn
(q, p) 7−→ (p,−q)

est le symplectomorphisme à la source dont il est question.
Il vient alors la définition suivante.

Définition L’application de régularisation de Moser est la composée ΦM := Φ−1 ◦Fcan.

T∗Rn ΦM//

Fcan

��

T∗(Sn\{N})

T∗Rn
Φ−1

88

On introduit enfin pour tout (q, p) ∈ T ∗Rn tel que H(q, p) = − 1
2 l’application

s(q,p) : R → R
t 7−→

∫ t
0

1
||pr1◦φτXH (q,p)||dτ
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qui est clairement un difféomorphisme croissant. 15

Si t désigne une variable temporelle prédéfinie, ce difféomorphisme croissant permet de définir une nouvelle variable
temporelle (notée abusivement s(q,p)) qui s’appelle temps fictif ou paramètre de Levi-Civita.

Théorème 5.1 —
L’application de régularisation de Moser ΦM : T∗Rn → T∗(Sn\{N}) est un symplectomorphisme.
Elle induit par restriction à l’ensemble de niveau d’énergie {H = − 1

2} un difféomorphisme{
(q, p) ∈ T∗Rn|H(q, p) = −1

2

}
−→ T∗1(Sn\{N}).

De plus,

∀(q, p) ∈ H−1
({
−1

2

})
, φ
s(q,p)(t)
XG

(ΦM (q, p)) = ΦM
(
φtXH (q, p)

)
.

En particulier, le champ de Kepler en restriction à la surface correspondant à H = − 1
2 et le champ de vecteurs

géodésique sont équivalents.
Démonstration
La première assertion est évidente. Quant à la deuxième, il est dès lors suffisant d’observer que H(q, p) = − 1

2 si et seulement
si G(ΦM (q, p)) = 1

2 . Cela va résulter de la démonstration de la troisième partie du théorème à laquelle on va s’attacher plus
longuement.
La composition à la source par la transformation géométrique canonique de Fourier permet de n’avoir à s’occuper essentiel-
lement que de Φ−1. On travaillera donc avec le hamiltonien H̃ sur T ∗Rn défini par H̃(x, y) = H ◦F−1

can(x, y) = ||x||2
2 − 1

||y|| .
Le lemme 5 garantit que

F−1
can(φtXH̃ (x, y)) = φtXH

(
F−1
can(x, y)

)
,

ce que l’on peut réécrire aussi en termes des variables (q, p) sous la forme :

φtXH̃ (Fcan(q, p)) = Fcan

(
φtXH (q, p)

)
.

Maintenant, on affirme que

∀(x, y) ∈ H̃−1
({
−1

2

})
, φ
s̃(x,y)(t)
XG

(Φ−1(x, y)) = Φ−1(φtXH̃ (x, y)).

En effet, le hamiltonien G̃ défini sur T∗Rn par G̃(x, y) := G ◦ Φ(x, y) = (||x||2+1)2||y||2
8 vérifie

∀(x, y) ∈ T∗Rn, φsXG(Φ−1(x, y)) = Φ−1(φsXG̃(x, y)),

en vertu du lemme 5. Ensuite, le champ de vecteurs hamiltonien XF associé à F (x, y) :=
√

2G̃(x, y) − 1 est en restriction
à {(x, y)|F (x, y) = 0} = {(x, y)|G̃(x, y) = 1

2} égal au champ de vecteurs hamiltonien XG̃ parce que la dérivée en 1
2 de la

fonction u 7→
√

2u− 1 vaut 1. Dès lors, la relation entre les flots de XF et de XG s’écrit :

∀(x, y) ∈ G̃−1
({1

2

})
, φsXG(Φ−1(x, y)) = Φ−1(φsXF (x, y)).

Enfin, on remarque que H̃(x, y) = G(x,y)
||y|| −

1
2 . Il s’ensuit que

∀(x, y) ∈ H̃−1
({
−1

2

})
= F−1({0}), XH̃(x, y) = 1

||y||XF (x, y).

Définissons alors pour tout t dans un intervalle de définition du flot de XH̃ , s̃(x,y)(t) :=
∫ t

0

dτ

||pr2 ◦ φτXH̃ (x, y)|| qui n’est autre

que s(q,p)(t) si (x, y) = Fcan(q, p). Le lemme 4 permet d’obtenir

∀(x, y) ∈ H̃−1
({
−1

2

})
, φtXH̃ (x, y) = φ

s̃(x,y)(t)
XF

(x, y).

Ainsi, il résulte à partir des relations précédentes :

∀(x, y) ∈ H̃−1
({
−1

2

})
, φ
s̃(x,y)(t)
XG

(Φ−1(x, y)) = Φ−1(φtXH̃ (x, y)).

Au final, on obtient bien à partir des deux relations encadrées :

∀(q, p) ∈ H−1
({
−1

2

})
, φ
s(q,p)(t)
XG

(ΦM (q, p)) = ΦM
(
φtXH (q, p)

)
.

15. Cette application apparaîtra assez naturellement dans la preuve du théorème de régularisation de Moser.
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Remarques
– L’ensemble de niveau d’énergie {H = − 1

2} est donc compactifié dès lors que T∗1(Sn\{N}) l’est ; or, cela
est possible en complétant T∗1(Sn\{N}) en la variété compacte T∗1Sn (il convient de rajouter exactement
{N} × {v ∈ T∗NSn| ||v|| = 1} qui est topologiquement Sn−1).

– Plus généralement, une modification de l’application de Moser (par multiplication des variables qui entrent en
jeu par des scalaires strictement positifs) fournirait une compactification de chacun des ensembles de niveau
d’énergie {H = k}, où k < 0 en la variété T∗1Sn.

Essayons maintenant de tirer les conséquences géométriques et physiques du théorème de régularisation de Mo-
ser.
La régularisation de Moser a une interprétation géométrique qui résulte des propriétés de la projection stéréogra-
phique. Chaque orbite de Kepler non-dégénérée dans Rn\{0} (qui est une ellipse) devient un grand cercle sur la
sphère Sn (qui ne passe pas par le pôle nord N). En outre, le pôle nord N de Sn correspond via la projection
stéréographique à "l’infini" dans l’espace des x ∈ Rn, ou encore dans l’espace des p ∈ Rn (via la transformation
géométrique canonique de Fourier) qui représente physiquement la vitesse ou la quantité de mouvement de la par-
ticule en mouvement ; le point N représente donc aussi l’origine q = 0 dans Rn\{0} puisque l’on doit avoir H(q, p)
constant. Les vecteurs unitaires tangents à Sn au point N (qui permettent la compactification de chacun des niveaux
d’énergie strictement négative) représentent des directions à l’origine q = 0 dans Rn qui définissent les droites ou
orbites de collision (il s’agit des ellipses dégénérées de Kepler). Les orbites de collision correspondent donc dans la
régularisation de Moser aux géodésiques de Sn qui passent par N : ce sont les grands cercles sur Sn qui passent par
N .
Plus précisément, le mouvement d’une particule dans Rn\{0} dont la trajectoire est une orbite de collision et dont
la vitesse est infinie à l’origine se régularise en un mouvement sur Sn dont la trajectoire est une géodésique passant
par N et dont la vitesse (en terme de la variable temporelle fictive de Levi-Civita) est finie en N .

5.1.3 Mise en évidence d’une symétrie cachée du problème de Kepler.

La régularisation de Moser présente l’intérêt d’exposer la so(n+ 1)-symétrie cachée du problème de Kepler.
Rappelons que l’action naturelle de SO(n + 1) sur Sn se remonte en une action hamiltonienne de SO(n + 1) sur
T∗Sn, qui est donnée après identification entre fibrés tangent et cotangent par l’application

SO(n+ 1)× T∗Sn −→ T∗Sn
(A, (u, v)) 7−→ (Au,Av)

dont une application moment est donnée par

µn+1|T∗Sn : T ∗Sn 7−→ so(n+ 1)∗
(u, v) 7−→ (ξ 7→ 〈ξu, v〉)

Comme le hamiltonien géodésique G sur T∗Sn est invariant sous l’action de SO(n + 1), les composantes de l’ap-
plication moment, notées Γi,j où 1 ≤ i < j ≤ n + 1, sont des intégrales premières du système hamiltonien
(T∗Sn, ωn+1T∗Sn , G). Le calcul des crochets de Lie entre champs hamiltoniens associés XΓi,j montrent que ces
champs de vecteurs engendrent une algèbre de Lie isomorphe à so(n+ 1).
D’abord les rapatriées par l’application de Moser des Γi,j pour 1 ≤ i < j ≤ n sont les composantes Γi,j de l’appli-
cation moment associée à l’action hamiltonienne de SO(n) sur T∗(Rn\{0}).
On vérifie que les rapatriées par l’application de Moser des Γi,n+1 pour i ∈ J1, nK sont données par

Φ∗MΓi,n+1(q, p) = −1 + ||p||2

2 qi − 〈q, p〉pi.

Un calcul élémentaire montre que {H,Γi,n+1}(q, p) = pi
(
H(q, p) + 1

2
)
. A partir de là, il n’est plus difficile de voir

que si l’on définit Li(q, p) := −Γi,n+1 + qi(H(q, p) + 1
2 ) = −〈p, q〉pi + ||p||2qi − qi

||q|| , alors on a

{H,Li}(q, p) = −{H,Γi,n+1}(q, p) + pi(H(q, p) + 1
2) = 0.

De cette manière, on obtient n intégrales premières supplémentaires du hamiltonien H, donc n symétries infinitési-
males "cachées". Notons qu’en conséquence du théorème de régularisation de Moser, on retrouve aussi l’expression
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des composantes du vecteur de Runge-Lenz bien connu des physiciens.
Enfin, les fonctions µi,j = Φ∗MΓi,j (1 ≤ i < j ≤ n) et µi,n+1 := 1√

−2HLi forment n(n+1)
2 intégrales premières de H

et les champs hamiltoniens associés engendrent une algèbre de Lie isomorphe à so(n+ 1).
Par extension, on en déduit que le problème de Kepler restreint aux niveaux d’énergie strictement négative constante
présente une so(n+ 1)-symétrie.

5.1.4 Limites de l’application de Moser.

D’abord, il résulte du théorème 5.1 que l’application de Moser ne fournit pas une complétion d’une restriction
du problème de Kepler mais une régularisation si l’on use du vocabulaire précis introduit au paragraphe 3.2.3.
Ensuite, comme on l’a constaté à la fin du paragraphe 5.1.2, la régularisation de Moser s’applique séparément à
chaque niveau d’énergie {H = k}, où k < 0. De surcroît, la so(n+1)-symétrie cachée mise en évidence est valide pour
le problème de Kepler restreint à un niveau d’énergie négative fixée. En cela, la régularisation de Moser présente
une certaine limite.
Le paragraphe suivant expose une régularisation "simultanée" de toutes les orbites de Kepler d’énergie de même
signe et qui aura l’avantage d’être une complétion (au sens de la définition du paragraphe 3.2.3) pour un autre
système hamiltonien.

5.2 La régularisation de Ligon-Schaaf.
On présente maintenant une régularisation due à Ligon et Schaaf qui a l’avantage d’exposer de manière globale

la so(n+ 1)-symétrie cachée du problème de Kepler sur {H < 0}.

Les notations adoptées dans cette partie sont les suivantes :
– Σ− := {(q, p) ∈ T∗(Rn\{0})|H(q, p) < 0}
– si M désigne une variété, on notera T+M := {(x, y) ∈ T∗M |y 6= 0}.

5.2.1 L’application de Ligon-Schaaf comme adaptation de l’application de Moser.

La construction de l’application de Ligon-Schaaf s’appuie sur la considération de l’application

ΠM : Σ− −→ T∗1(Sn\{N})
(q, p) 7−→ (u, v)

où
u = (

√
−2H(q, p)||q||p, ||q|| ||p||2 − 1)

et
v =

(
− q

||q||
+ 〈q, p〉p,−

√
−2H(q, p)〈q, p〉

)
qui, on le vérifie, est bien définie.
L’action de R∗+ sur Σ− définie par λ · (q, p) = (λ2q, λ−1p) laisse invariante ΠM et on remarque que sur l’ensemble
H−1(

{
− 1

2
}

), on a ΠM (q, p) = ΦM (q, p).
Ainsi, l’application ΠM est une fibration lisse (dite fibration de Moser) dont les fibres sont les orbites de l’action de
R∗+.

On en vient à la définition de l’application de Ligon-Schaaf.

Définition L’application

ΦLS : Σ− −→ T+(Sn\{N})
(q, p) 7−→ (ξ, η) =

(
(cos vn+1)u+ (sin vn+1)v, 1√

−2H (−(sin vn+1)u+ (cos vn+1)v)
)

où (u, v) = ΠM (q, p) est appelée application de Ligon-Schaaf.
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Remarque
L’application de Ligon-Schaaf est bien définie. Donnons-en une justification rapide.
Par la considération de la fibration de Moser, il vient d’une part ΦLS(Σ−) ⊂ T+Sn. D’autre part, s’il advenait
que (cos vn+1)un+1 + (sin vn+1)vn+1 = 1, alors puisque ||ξ|| = 1, on aurait ξ1 = ... = ξn = 0, puis ηn+1 = 0 car
〈ξ, η〉 = 0. Autrement dit, cela conduirait au système :{

(cos vn+1)un+1 + (sin vn+1)vn+1 = 1
−(sin vn+1)un+1 + (cos vn+1)vn+1 = 0.

Multipliant la première ligne du système par sin vn+1 et la seconde par cos vn+1, on obtient par somme des deux
lignes vn+1 = sin vn+1, c’est-à-dire vn+1 = 0.
Mais alors, un+1 = 1, puis ||q|| ||p||2 = 2 ou encore H(q, p) = 0, ce qui est exclu.
Ainsi, ΦLS(Σ−) ⊂ T+(Sn\{N}). �

On va voir maintenant que l’application de Ligon-Schaaf (qui est évidemment lisse) présente des propriétés
remarquables.

Rappelons d’abord que la variété T∗Sn est munie d’une structure symplectique induite par la 2-forme
n+1∑
i=1

dξi ∧ dηi

où les ξi, ηi sont les fonctions coordonnées sur Rn+1 × Rn+1 en restriction à T∗Sn.
En outre, T+(Sn\{N}) est une sous-variété ouverte de T∗Sn, donc si l’on note ξ̂i = ξi|T+Sn{N} et η̂i = ηi|T+Sn{N},

alors
(

T+(Sn\{N}),
n+1∑
i=1

dξ̂i ∧ dη̂i

)
est encore une variété symplectique.

Ceci étant dit, on énonce maintenant une première propriété forte de l’application de Ligon-Schaaf.

Proposition 36 L’application ΦLS est un symplectomorphisme.

Démonstration
On donne quelques indications pour montrer que l’application ΦLS est symplectique.

Il convient de commencer par écrire Φ∗LS

(
n+1∑
i=1

dξ̂i ∧ dη̂i)

)
= d

(
n+1∑
i=1

Φ∗LS ξ̂i d(Φ∗LS η̂i)

)
. Ensuite, on note que

Φ∗LS ξ̂i = ui cos vn+1 + vi sin vn+1

et
Φ∗LS η̂i = 1√

−2H
(ui sin vn+1 − vi cos vn+1) ,

où (u, v) sont ceux qui apparaissent dans la définition de ΦLS . Enfin, on utilise que (u, v) ∈ T ∗1 Sn, ce qui fournit bien sûr les
trois relations

n+1∑
i=1

uidui = 0,
n+1∑
i=1

vidvi = 0 et
n+1∑
i=1

(uidvi + vidui) = 0 = 0.

Un calcul qui s’appuie sur ces relations montre alors

Φ∗LS

(
n+1∑
i=1

dξ̂i ∧ dη̂i)

)
= d(−

∑n+1
i=1 qidpi − d(〈q, 〉p))

=
n+1∑
i=1

dpi ∧ dqi.

Montrons à présent que ΦLS est un difféomorphisme. Pour ce faire, on va exhiber son inverse ΨLS : (ξ, η) 7→ (q, p).
On commence par montrer que l’équation θ = ξn+1 sin θ − ηn+1

||η|| cos θ définit une fonction θ de (ξ, η) qui est de classe C∞

sur tout T+(Sn\{N}). Pour cela, commençons par étudier à (ξ0, η0) fixés, la fonction θ 7→ θ − ξ0
n+1 sin θ − η0

n+1
||η|| cos θ. Sa

dérivée se met sous la forme θ 7→ 1 −
(

(ξ0
n+1)2 +

(
η0
n+1
||η0||2

)2
) 1

2

cos(θ − θ0), où θ0 ∈ R. Or, il n’est pas difficile de voir que

(ξ0
n+1)2 +

(
η0
n+1

||η0||2

)2

≤ 1, ce qui implique que la fonction θ 7→ θ − ξ0
n+1 sin θ − η0

n+1
||η0|| cos θ est strictement croissante sur R.
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Elle s’annule donc une unique fois sur R, en un réel noté θ(ξ0, η0).
Le théorème des fonctions implicites appliqué à

F : T+(Sn\{N})× R −→ R
((ξ, η), θ) 7−→ θ 7→ θ − ξn+1 sin θ − ηn+1

||η|| cos θ

montre que pour tout (ξ0, η0) ∈ T+(Sn\{N}), il existe des voisinages U(ξ0,η0) de (ξ0, η0) dans T+(Sn{N}) et V(ξ0,η0) de
θ(ξ0, η0) dans R et une application θ(ξ0,η0) : U(ξ0,η0) −→ V(ξ0,η0) qui évaluée en (ξ0, η0) vaut θ(ξ0, η0) et telle que

{(η, ξ, θ) ∈ U(ξ0,η0) × V(ξ0,η0)|F (η, ξ, θ) = 0} = {
(
(η, ξ), θ(ξ0,η0)(η, ξ)

)
}.

Maintenant, l’unicité de θ(ξ0, η0) pour chaque (ξ0, η0) montre qu’il existe une fonction θ définie sur tout T+(Sn\{N}) dont
la restriction à chacun des voisinages U(ξ0,η0) est la fonction θ(ξ0,η0).
On définit à présent l’application

ΨLS : T+(Sn\{N}) −→ Σ−
(ξ, η) 7−→ (q, p),

avec
q = ||η||

(
(ξn+1 − cos θ)η − (ηn+1 − ||η|| sin θ)ξ

)
et

p =
1
||η||η sin θ + ξ cos θ

||η||
(

1− ξn+1 cos θ − ηn+1
||η|| sin θ

) ,
où ξ = (ξ1, ..., ξn), η = (η1, ..., ηn) et où on a écrit θ pour θ(ξ, η) par souci de simplification d’écriture.
On vérifie que ΨLS est bien définie et à valeurs dans Σ−. Il faut essentiellement s’assurer que 1 − ξn+1 cos θ − ηn+1

||η|| sin θ

ne s’annule pas pour (ξ, η) ∈ T+(Sn\{N}). Si c’était le cas, on aurait par définition de θ, ξ2
n+1 +

(
ηn+1
||η||

)2
= 1 + θ2, donc

nécessairement θ = 0 puisque le membre de gauche est inférieur à 1 ; or, cela impliquerait ξn+1 = 1.
A ce stade, il reste à observer que ΨLS est de classe C∞ et que les égalités ΦLS ◦ΨLS = IdT+(Sn\{N}) et ΨLS ◦ΦLS = IdΣ−
sont vraies. �

Remarque
Comme on a explicité l’inverse de ΦLS , il vient aussitôt :

H ◦ Φ−1
LS(η, ξ) = − 1

2||η||2 ,

ce qui motive la définition suivante. �

Définition Le hamiltonien de Delaunay est la fonction D définie sur T+Sn par D(u, v) = − 1
2||v||2 .

On reformule la remarque précédente par le théorème de complétion de Ligon-Schaaf suivant.
Théorème 5.2 —
L’application de Ligon-Schaaf ΦLS est un symplectomorphisme qui conjugue les flots des champs hamiltoniens de
Kepler sur Σ− et de Delaunay sur T+(Sn\{N}). En particulier, cette application induit une complétion du problème
de Kepler en le système hamiltonien de Delaunay (T+Sn, D).

Ce n’est pas tout : on retrouve que le champ de Kepler est équivalent au flot géodésique de Sn\{N} grâce à la
proposition suivante, mais cette fois, cela est valable sur tout {H < 0}.

Proposition 37 Le champ hamiltonien de Delaunay XD est équivalent au champ de vecteurs géodésique XG sur
T+Sn.
Démonstration
Il suffit d’observer que D = ψ ◦G, où

ψ : R∗+ −→ R
z 7−→ − 1

4z ,

si bien que XD = 1
||v||2XG. �

Remarque
Cette proposition mise en relation avec le théorème de Ligon-Schaaf précédent implique que ΦLS fournit égale-
ment une régularisation du problème de Kepler restreint aux orbites d’énergie négative en le système hamiltonien
géodésique sur T+Sn. �
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5.2.2 so(n+ 1)-symétrie cachée et orbites de l’action de SO(n+ 1) sur T+Sn.

Considérons comme au paragraphe 5.1.3 l’action hamiltonienne de SO(n + 1) sur T∗Sn. Cette action préserve
T+Sn et la restriction de l’action de SO(n+ 1) à T+Sn est encore hamiltonienne.
On note que si (e1, ..., en+1) désigne la base canonique de Rn, l’application linéaire φ : Λ2Rn+1 −→ so(n+1)∗ définie
par

∀1 ≤ i < j ≤ n+ 1,∀A ∈ so(n+ 1), φ(ei ∧ ej)(A) = 〈Aei, ej〉
est un isomorphisme d’espaces vectoriels SO(n+ 1)-équivariant.
Une application moment pour l’action de SO(n+ 1) sur T+Sn est donnée par :

J : T+Sn −→ R
n(n+1)

2

(u, v) 7−→ (Ji,j(u, v))1≤i<j≤n+1,

où Ji,j(u, v) = uivj − ujvi. On note comme d’habitude XJi,j
le champ de vecteurs hamiltonien sur T+Sn associé

à la fonction Ji,j .
Comme le hamiltonien de Delaunay sur T+Sn (équivalent au hamiltonien géodésique comme on l’a vu) est invariant
sous l’action de SO(n+ 1), on en déduit que les XJi,j (qui engendrent une algèbre de Lie isomorphe à so(n+ 1))
forment n(n+1)

2 symétries infinitésimales pour le système hamiltonien de Delaunay sur T+Sn.
L’application de Ligon-Schaaf révèle donc une so(n+ 1)-symétrie cachée du problème de Kepler.
En outre, les n(n+1)

2 applications tirées-en-arrière par ΦLS des Ji,j sont les Li,j d’expressions données par :
∀1 ≤ i < j ≤ n, Li,j(q, p) = qipj − qjpi

∀i ∈ J1, n+ 1K, Li,n+1(q, p) = − 1√
−2H(q, p

(
||p||2qi −

qi
||q||
− 〈q, p〉pi

)
.

Là encore, on retrouve via la régularisation de Ligon-Schaaf l’expression du vecteur de Runge-Lenz.
Puisque l’on a Φ∗LSXD = XH , les XLi,j forment donc n(n+1)

2 symétries infinitésimales du problème de Kepler
d’espace des phases {H < 0} qui engendrent une algèbre de Lie isomorphe à so(n+ 1).

Enfin, on s’intéresse aux orbites de l’action de SO(n + 1) sur T+Sn ; on verra notamment que l’application de
Ligon-Schaaf relie les niveaux d’énergie négative fixée du problème de Kepler à ces orbites.
Remarquons d’abord que chacune de ces orbites est compacte car SO(n + 1) est un groupe compact, donc est en
particulier une "vraie" sous-variété de T+Sn.
Remarquons aussi que pour tout r ∈ R∗+, la sous-variété Or := {(u, v) ∈ T+Sn| ||v|| = r} de T+Sn de dimension
2n− 1 est laissée stable par l’action de SO(n+ 1).

Proposition 38 Les orbites de l’action de SO(n + 1) sur T+Sn sont exactement les sous-variétés compactes Or,
lorsque r décrit R∗+.

Démonstration
Au vu des remarques qui précèdent la proposition, il suffit de montrer que pour r ∈ R∗+ fixé, SO(n+ 1) agit transitivement
sur Or.
Soient alors r > 0 fixé, (u, v) un élément de Or et (u0, v0) l’élément de Or donné par u0 = N = (0, 0, ..., 1) et v0 = (r, 0, ..., 0).
Comme l’action de SO(n+ 1) sur Sn est transitive, il existe R1 ∈ SO(n+ 1) tel que R1u = u0.
Le sous-groupe d’isotropie de u0 (qui est aussi le dernier vecteur constituant la base canonique de Rn+1) est formé de
l’ensemble des éléments (

R̃ 0
0 1

)
où R̃ ∈ SO(n).
Comme R1 ∈ O(n+ 1), 0 = 〈u, v〉 = 〈R1, v〉 = 〈u0, R1v〉, de sorte que R1v est de la forme (η1, ..., ηn, 0) avec

∑n

i=1 ηi = r2 ;
autrement dit, η := (η1, ..., ηn) est un élément de la sphère euclidienne Sn−1

r de rayon r dans Rn.
Mais puisque l’action de SO(n) sur Sn−1

r est transitive, il existe R̃ ∈ SO(n) tel que R̃η soit égal au vecteur de Rn donné par
(r, 0, ..., 0). Il est maintenant élémentaire de vérifier que l’élément

g :=
(

R̃ 0
0 1

)
×R1

envoie u sur u0 et v sur v0.
Cela achève la démonstration de la proposition. �
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Remarque
Les orbites Or pour l’action de SO(n+1) sur T+Sn peuvent être considérées comme les régularisées de Ligon-Schaaf
des niveaux d’énergie Σe où e < 0.
Plus précisément, le fait que D ◦ ΦLS(q, p) = H(q, p) implique que pour tout r ∈ R∗+, l’application

Σ− 1
2r2

−→ Or

(q, p) 7−→ ΦLS(q, p)

définit un plongement de Σ− 1
2r2

dans Or d’image {(u, v) ∈ T ∗Sn|u 6= N et ||v|| = r}={(u, v) ∈ Or| u 6= N}.
On note que l’ensemble qui correspond aux orbites de collision (qui viennent se rajouter après régularisation de
Ligon-Schaaf) dans Or est {N} × {v ∈ Rn| ||v|| = r}, difféomorphe à Sn−1 ; cela généralise l’observation faite à la
fin de la partie 4 pour n = 2 avec la régularisation de Levi-Civita en ce qui concerne les orbites de collision. �

5.2.3 Bilan sur la régularisation de Ligon-Schaaf.

On vient de présenter une complétion de tous les niveaux d’énergie négative à la fois. Une modification légère
de l’application de Ligon-Schaaf présentée (essentiellement par le changement de signes et par le changement des
fonctions trigonométriques en fonctions hyperboliques) permettrait d’adapter la régularisation de Ligon-Schaaf pré-
cédente au cas des niveaux d’énergie positive. En outre, dans le cas du problème de Kepler restreint aux niveaux
d’énergie positive ({H > 0}), cela fournirait une régularisation par le hamiltonien géodésique sur T+Hn (Hn étant
l’espace hyperbolique de dimension n) et on découvrirait une so(1, n)-symétrie cachée.

Si l’application de Ligon-Schaaf présentée permet la régularisation en le système hamiltonien géodésique sur
T+Sn de tous les niveaux d’énergie H < 0, il est à noter néanmoins que, contrairement au relevé Φ de la pro-
jection stéréographique qui était central dans la régularisation de Moser, cette application ne provient pas d’un
difféomorphisme "en-bas".
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5.3 Extension à des systèmes hamiltoniens plus généraux.
Après avoir étudié quelques régularisations du problème de Kepler, on peut se demander s’il est possible de les

généraliser à d’autres problèmes. Cette sous-partie consiste en quelque sorte en une ouverture à la question d’une
régularisation d’autres systèmes hamiltoniens à force centrale.

Précisément, on généralise le travail de régularisation de Moser aux hamiltoniens Hk(y, x) := ||x||2
2 − 1

||y||
2

2−k
, où

0 ≤ k < 2 et (y, x) ∈ Rn\{0} × Rn. Le hamiltonien de Kepler correspond à k = 0.

On reprend la projection stéréographique φ : Sn\{N} −→ Rn et son relevé aux cotangents Φ considérés au
paragraphe 5.1. En outre, on continue d’identifier fibrés cotangents et fibrés tangents comme on le faisait dans le
paragraphe mentionné.

On définit
fk : Rn −→ R

x 7−→ λ(k)
(||x||2+1)k ,

où λ(k) = 4
(2−k)2−k , puis σk := fk ◦ φ sur Sn\{N}.

Cela permet de définir une métrique gk sur Sn\{N} par (gk)u(v, v) := σk(u)||v||2 qui est conforme à la métrique
euclidienne standard en restriction à Sn\{N} pour tout 0 ≤ k ≤ 2 et qui se prolonge en la métrique ronde sur Sn
dans le cas képlerien k = 0.

On s’intéresse bien sûr ici au hamiltonien géodésique sur T ∗(Sn\{N}) pour la métrique gk sur Sn\{N}, qui est :

Gk(u, v) := 1
2σk(u)||v||2.

Le fibré cotangent unitaire pour la métrique gk est bien entendu G−1
k

({ 1
2
})

.

Le résultat qui fait l’objet d’une généralisation du travail effectué par Moser est le suivant.
Proposition 39 En tout point (u, v) de G−1

k

({ 1
2
})

, on a

φtXHk
(Φ(u, v)) = Φ(φ

s
(k)
Φ(u,v)(t)
XGk

(u, v)),

où s(k)
(x,y)(t) =

∫ t

0

dτ

||pr2 ◦ φτXHk (x, y)||
2

2−k
.

Démonstration
On présente simplement une esquisse qui permet de fournir les étapes majeures pour établir la formule voulue. On pose
G̃k(x, y) := Gk ◦ Φ−1(x, y) = 1

8λ(k)(||x||2 + 1)2−k||y||2 puis fk(t) = αkt
1

2−k − βk, où{
αk = (2− k)× 2

k−1
2−k

βk = (2− k)2
k

2(2−k) ,

de sorte que f ′k
(

1
2

)
= 1 et fk

(
1
2

)
= 0. On pose alors Kk(x, y) := fk ◦ G̃k(x, y) = (||x||2+1)||y||

2
2−k )

2 − 1, de sorte que
{G̃k(x, y) = 1

2 = {Kk(x, y) = 0} puisque fk est bijective.
Il reste alors à remarquer que Hk(x, y) = Kk(x,y)

||y||
2

2−k
− 1

2 et à écrire les conséquences en termes de flots de champs de vecteurs.�

Remarques
– Il est impératif de noter que pour 0 < k < 2, le flot du champ de vecteurs XGk n’est pas nécessairement
complet, la métrique gk n’étant pas définie sur un compact et ne se prolongeant pas en une métrique sur Sn ;
aussi, le résultat précédent ne fournit pas nécessairement une régularisation du système hamiltonien obtenu
en prenant pour hamiltonien Hk.
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– Par ailleurs, on peut trouver dans la littérature des articles qui tentent d’adapter la régularisation de Levi-
Civita (étudiée pour le problème de Kepler en dimension 2 au paragraphe 4.2) à des systèmes hamiltoniens
à force centrale plus généraux définis encore sur une variété symplectique de dimension 4. Par exemple, on
peut considérer les hamiltoniens de la forme Hk(q, p) = |p|2

2 −
1

|q|2−
2
k

où q, p sont des variables complexes et

k ∈ N\{0; 1} et étudier le système correspondant à la sous-variété {H = −c2} où c ∈ R∗+ ; le problème de
Kepler correspond à k = 2. Notamment, on peut généraliser l’application de Levi-Civita à un entier k ≥ 2
quelconque en posant q = 2zk et p = cw

zk−1 ; on obtiendrait un revêtement à k feuillets au lieu de 2 et la
sous-variété à considérer serait maintenant {(z, w) ∈ C2| |w|2 + |z|2(k−1) = 1

2c2 }. �

6 Problème de Kepler et géométrie de l’univers d’Einstein.
Dans toute cette section, n désigne un entier naturel supérieur ou égal à 2. Par ailleurs, siM désigne une variété,

on notera T+M la restriction du fibré cotangent de M aux vecteurs cotangents non nuls.

L’un des principaux objectifs est ici de voir en quoi le problème de Kepler est lié à la géométrie lorentzienne.
Notamment, il conviendra d’introduire la variété d’Einstein et de voir en quoi elle est reliée à la variété de Kepler
T+Sn (qui apparaît comme l’espace des phases du problème régularisé pour les orbites de Kepler d’énergie négative).
Aussi, nous verrons que T+Sn est symplectomorphe à une orbite coadjointe pour l’action de O(1, n+1) sur o(1, n+
1)∗.

6.1 La variété de Kepler T+Sn comme espace de feuilles caractéristiques.
On commence par introduire la variété d’Einstein et la géométrie (notamment lorentzienne) qui s’y rapporte ;

on verra comment retrouver ensuite la variété de Kepler T+Sn à symplectomorphisme près.

6.1.1 Variété d’Einstein et géométrie conforme.

On rappelle d’abord la définition générale suivante.

Définition Soit (M, q) une variété pseudo-riemannienne. Un difféomorphisme φ : (M, q)→ (M, q) est dit conforme
s’il existe f dans C∞(M,R∗+) tel que ∀x ∈M, (φ∗q)x = f(x)qx.
De plus, on appelle groupe conforme de (M, q) le groupe formé par l’ensemble des difféomorphismes conformes de
cette variété pseudo-riemannienne.

Pour ce qui va suivre, on note R2,n+1 l’espace vectoriel Rn+3 (de base canonique (e−1, e0, e1, ..., en+1)) muni de
la forme quadratique

q2,n+1 : R2,n+1 −→ R
x =

∑n+1
i=−1 xiei 7−→ −x2

−1 − x2
0 +

∑n+1
i=1 x

2
i .

La restriction de q2,n+1 à Vect(e1, ..., en+1), définie positive, sera notée 〈 , 〉 et la norme associée sera notée ||.||.
On note aussi πn+2 la projection canonique de R2,n+1\{0} sur l’espace projectif réel RPn+2 de dimension n+ 2.

Description de la variété d’Einstein.

Définition On appelle variété d’Einstein (ou encore univers d’Einstein) de dimension n + 1 et on note Einn+1
l’image par πn+2 du cône isotrope de R2,n+1. En symboles :

Einn+1 := πn+2({x ∈ R2,n+1\{0}|q2,n+1(x) = 0}).

Remarque
La variété d’Einstein Einn+1 est bien une variété ; il s’agit d’une hypersurface de RPn+2. �

Proposition 40 La variété d’Einstein de dimension n+ 1 est difféomorphe à S1×Sn
Z/2 , où Z/2 agit sur S1×Sn par

antipodie.
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Démonstration
On décompose R2,n+1 comme la somme directe orthogonale (pour q2,n+1) Vect(e−1, e0)

⊥⊕
Vect(e1, ..., en+1) que l’on identifiera

simplement avec R2⊕Rn+1 où q2,n+1 est définie négative en restriction à R2 et définie positive en restriction à Rn+1.
Tout x ∈ R2,n+1 se décompose donc de manière unique sous la forme x = y + z, où y ∈ R2 vérifie q2,n+1(y) ≤ 0 et z ∈ Rn+1

vérifie q2,n+1(z) ≥ 0. En plus, si x 6= 0, q2,n+1(x) = 0 si et seulement si ∃λ ∈ R∗, q2,n+1(z) = −q2,n+1(y) = λ2. Dans ce cas,
x s’écrit x = λ(y′ + z′) où q2,n+1(z′) = −q2,n+1(y′) = 1 et π(x) = π(y′ + z′).
Ainsi, identifiant {y ∈ R2| − q2,n+1(y) = 1} à S1 et {z ∈ Rn+1|q2,n+1(z) = 1} à Sn, on vient de définir une application
surjective

S1 × Sn −→ Einn+1.

Cette application est lisse et est invariante sous l’action diagonale de Z/2 sur S1 × Sn. En outre, si (y, z), (y′, z′) ∈ S1 × Sn

sont tels que π(y + z) = π(y′ + z′), alors ∃λ ∈ R∗,
{
y′ = λy

z′ = λz
. Ainsi q2,n+1(z′) = λ2q2,n+1(z), ce qui conduit à λ = ±1.

L’application construite précédemment induit une bijection S1×Sn
Z/2 −→ Einn+1.

Enfin, le calcul de la différentielle en un point (y, z) ∈ S1 × Sn permet de voir que cette dernière est un isomorphisme. �

Remarques
– Comme la projection canonique S1 −→ S1/(Z/2) définit un fibré principal, Einn+1 correspond aussi au fibré

associé S1
Z/2[Sn] sur S1/(Z/2) = RP 1. En particulier, Einn+1 est localement difféomorphe à S1/(Z/2) × Sn,

soit encore à S1 × Sn.
– Dans la suite, un élément générique x de Einn+1 sera en outre noté simplement (x0, x1, ..., xn) (sous-entendu
modulo Z/2) où x0 est un élément de S1 et (x1, ..., xn) est un élément de Sn. La métrique q2,n est en restriction
à S1 partout définie négative et est en restriction à Sn partout définie positive. Cette dernière remarque nous
sera utile au paragraphe suivant. �

Quelques sous-ensembles remarquables de la variété d’Einstein. Voyons ce que deviennent dans Einn+1
les intersections du cône isotrope C de R2,n+1 avec différents sous-espaces vectoriels E de R2,n+1 de signature donnée.

– Commençons par le cas où E est un sous-espace vectoriel de dimension k+2 où 0 ≤ k ≤ n tel que la restriction
de q2,n+1 à E soit de signature (1, k + 1).
On choisit une base (f0, f1, ..., fk+1) de E orthonormale pour q2,n+1

|E que l’on complète en une base (f0, f1, ..., fn+2)
de R2,n+1. Un vecteur générique x =

∑n+2
i=0 xifi de R2,n+1\{0} appartient alors à E ∩ C si et seulement si

xk+2 = ... = xn+2 = 0 et −x2
0 + x2

1 + ...+ x2
k+1 = 0.

On peut dès lors identifier πn+2(E ∩ C ) à la sphère unité de Rk+1 : l’application

Sk −→ πn+2(E ∩ C )
(x1, ..., xk+1) 7−→ πn+2

(
f0 +

∑k+1
i=1 xifi

)
constitue un difféomorphisme explicite.

– Dans le cas où E est un sous-espace vectoriel de dimension k+ 2 où 0 ≤ k ≤ n tel que la restriction de q2,n+1

à E est de signature (2, k), on peut comme avant considérer une base (f−1, f0, ..., fk) orthonormale pour la
restriction de q2,n+1 à E. Alors, la même preuve que celle de la proposition 40 garantit que πn+2(E ∩ C ) est
difféomorphe à la variété d’Einstein Eink de dimension k.

– Dans le cas où E est un sous-espace vectoriel de dimension k+ 2 où 0 ≤ k ≤ n tel que la restriction de q2,n+1

à E est dégénérée de rang k avec signature (0, k), on considère une base (f−1, f0, ..., fk+1) de E pour laquelle

x =
k∑

i=−1
xifi =⇒ q2,n+1

|E (x) =
k∑
i

x2
i .

Alors un vecteur générique x de R2,n+1\{0} qui appartient à E ∩C s’écrit
∑k
i=−1 xifi et vérifie

∑k
i=1 x

2
i = 0,

c’est-à-dire x1 = ... = xk = 0.
Autrement dit, πn+2(E ∩ C ) = {πn+2 (x−1f−1 + x0f0) | (x−1, x0) ∈ R2\{0}) s’identifie à RP 1 (ou encore à
S1) ; il s’agit en outre d’une géodésique de lumière puisque πn+2(E ∩ C ) est exactement l’image du 2-plan
totalement isotrope Vect(f−1, f0).
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Une vision plus algébrique de T+Einn+1. Le propos est ici de décrire d’une autre manière la sous-variété du
fibré cotangent de la variété d’Einstein constituée des covecteurs non-nuls. 16

Si X = (X−1, X0, X1, ..., Xn+1) et Y = (Y−1, Y0, Y1, ..., Yn+1) désignent des vecteurs de R2,n+1, on note (Y ∧X)i,j :=
YiXj −XiYj (pour −1 ≤ i < j ≤ n + 1 et Y ∧X l’élément de Λ2R2,n+1 identifié avec le vecteur de composantes
(Y ∧X)i,j . On dit que Y ∧X est un bivecteur simple.
On pose S := {Y ∧ X|X,Y 6= 0 et q2,n+1(X,X)q2,n+1(Y, Y ) − q2,n+1(X,Y )2 = 0}. Le groupe SL(2,R) agit sur

(R2,n+1)2 par
(
a b
c d

)
· (X,Y ) = (aX + bY, cX + dY ).

Lemme 9 La variété S est difféomorphe à {(X,Y )∈(R2,n+1\{0})2|q2,n+1(X,X)q2,n+1(Y,Y )−q2,n+1(X,Y )2=0}
SL(2,R) .

En particulier, S est une variété de dimension 2(n+ 1).

Proposition 41 La variété S est difféomorphe à T+Einn+1.

Démonstration
L’idée de la démonstration se fonde sur le lemme 9 et sur le fait que, d’après le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt,
toute matrice de SL(2,R) peut s’écrire comme le produit(

λ 0
µ 1

λ

)(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
,

où λ ∈ R∗ et µ, θ ∈ R. Il s’agit de la décomposition classique d’Iwasawa.
Si l’on se donne un couple (X,Y ) ∈ (R2,n+1)2 tel que q2,n+1(X,X)q2,n+1(Y, Y )− q2,n+1(X,Y )2 = 0, alors, modulo SL(2,R),
on peut supposer que q2,n+1(X,X) = 0 ou q2,n+1(Y, Y ) = 0 (disons q2,n+1(X,X) = 0 et alors q2,n+1(X,Y ) = 0). Si ce n’est
pas le cas, on a en effet nécessairement q2,n+1(X,X) 6= 0 et q2,n+1(Y, Y ) 6= 0 ; dans ce cas, q2,n+1(X,X) et q2,n+1(Y, Y ) sont

de même signe car on doit avoir q2,n+1(X,X)q2,n+1(Y, Y ) − q2,n+1(X,Y )2 = 0. L’élément (X ′, Y ′) :=
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
qui est dans la même classe d’équivalence que (X,Y ) vérifie

q2,n+1(X ′) = q2,n+1(Y )
(√

q2,n+1(X)
q2,n+1(Y ) cos θ ± sin θ

)2

q2,n+1(X ′, Y ′) = 1
2

((
q2,n+1(X)− q2,n+1(Y )

)2 sin(2θ) + q2,n+1(X,Y ) cos(2θ)
)
,

le signe ± dépendant du signe de q2,n+1(X,Y ) (qui est bien sûr déterminé uniquement). Soit alors θ tel que tan θ =
∓
√

q2,n+1(X)
q2,n+1(Y ) (le signe de tan θ est déterminé uniquement mais θ est défini modulo π). On obtient deux couples (X ′, Y ′) (en

fait opposés l’un par rapport à l’autre) qui conviennent.
Ensuite, une fois fixé un couple (X,Y ) tel que q2,n+1(X,X) = 0 et q2,n+1(X,Y ) = 0, on peut trouver en choisissant de bons
λ et µ un représentant de la classe d’équivalence de (X,Y ), noté (X ′, Y ′) tel que X ′− ∈ S1, X ′+ ∈ Sn et Y ′− ∈ T ∗X′−S

1, Y ′+ ∈
T ∗X′+

Sn avec la décomposition X ′ = (X ′−, X ′+) et Y ′ = (Y ′−, Y ′+) comme plus haut.
De cela, il résulte que l’on peut associer à chaque élément de S deux éléments opposés de T+(S1×Sn), ou encore un élement
unique de T+Einn+1 (car Einn+1 = S1×Sn

Z/2 ).

Inversement, à chaque élement de T+(S1 × Sn) correspond (X,Y ) tel que q2,n+1(X,X) = 0 et q2,n+1(X,Y ) = 0 et donc un
unique élément de S . �

Géométrie conforme de la variété d’Einstein.

Proposition 42 La variété d’Einstein est munie d’une classe conforme de métriques lorentziennes.

Démonstration
Notons K le cône isotrope de R2,n+1 pour la forme quadratique q2,n+1.
L’espace tangent à x 6= 0 de K est l’orthogonal de Vect(x) pour q2,n+1. Si x ∈ K \{0}, on a Ker(q2,n+1

|TxK ) = Vect(x) et aussi
Ker(Dxπn+2) = Vect(x).
Cela implique que l’on définit bien une forme bilinéaire symétrique Qπn+2(x) sur Tπn+2(x)Einn+1 par l’expression

∀y, z ∈ TxK , Qπn+2(x)(Dxπn+2(y), Dxπn+2(z)) := q2,n+1
x (y, z).

16. Nous n’utiliserons pas cette description dans la suite.
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De plus Qπn+2(x) est lorentzienne puisque q2,n+1
|TxK l’est.

Pour x ∈ K \{0}, on définit K̃x comme étant le cône isotrope de q2,n+1
|TxK ; autrement dit,

K̃x = {y ∈ R2,n+1|y ∈ TxK et q2,n+1(y) = 0}.

Il est immédiat de constater que y ∈ Dxπn+2(K̃x) si et seulement si Qπn+2(x)(y) = 0.
Cela permet alors de définir une distribution lisse D sur la variété d’Einstein, qui à tout πn+2(x) ∈ Einn+1 associe
Dxπn+2(K̃x) = {Qπn+2(x) = 0} ∈ Tπn+2(x)Einn+1.
Ainsi, on a défini une distribution lisse de cônes tangents lorentziens sur Einn+1, soit encore une classe conforme de métriques
lorentziennes 17 (celle associée à Q). �

Notation
Dans la suite, on notera gEinn+1 la métrique Q de la démonstration précédente de sorte que π∗n+2gEinn+1 = q2,n+1.�

Remarque
Par construction de gEinn+1 , O(2, n+ 1) agit conformément sur Einn+1. �

On énonce sans preuve le résultat suivant qui complète la remarque précédente.

Théorème 6.1 —
Le groupe des difféomorphismes conformes de la variété d’Einstein Einn+1 coïncide avec O(2, n+ 1).

Le groupe de Lie O(2, n + 1) agit transitivement sur {x ∈ R2,n+1\{0}|q2,n+1 = 0} (c’est une conséquence du
théorème de Witt), donc aussi sur Einn+1 par passage au quotient si bien que l’on peut identifier Einn+1 à un
espace homogène sous l’action de O(2, n+ 1).

Définition On appelle géodésique de lumière de Einn+1 l’image par πn+2 d’un plan de R2,n+1 constitué de vecteurs
isotropes pour q2,n+1.

Remarques
– Cette définition coïncide avec celle donnée dans le cadre plus général des variétés pseudo-riemanniennes strictes
au paragraphe 1.6, à ceci près qu’il n’y a pas de paramétrage privilégié dans le cas présent.

– De plus, les géodésiques de lumières de Einn+1 sont topologiquement des cercles. �

Définition Soit p un point de Einn+1. On appelle cône de lumière de sommet p l’ensemble des géodésiques de
lumière qui contiennent p. On note ce cône C(p).

Proposition 43 La variété d’Einstein Einn+1 est la compactification conforme de l’espace de Minkowski R1,n. 18

Plus précisément, si p désigne un point de Einn+1, alors le complémentaire du cône de lumière C(p) dans Einn+1
est un ouvert conformément équivalent à R1,n.

Démonstration
Pour démontrer cette proposition, on se place dans la base (e′−1, ..., e

′
n+1) de R2,n+1 dans laquelle la forme quadratique q2,n

s’écrit q2,n+1(x) = −2x−1xn+1 − 2x0xn + x2
1 + ...+ x2

n−1.
Comme la variété d’Einstein est un espace homogène sous l’action de O(2, n + 1), il suffit de montrer la proposition pour
p = πn+2(e′−1).
On voit alors R1,n comme (Vect(e′0, ..., e′n), q̃1,n := q2,n+1

Vect(e′0,...,e
′
n)) dans R2,n+1.

On pose alors
σ : R1,n −→ {y ∈ R2,n+1| q2,n+1(y) = 0}

x 7−→ 1
2 q̃

1,n(x)e′−1 + x+ e′n+1.

On vérifie que l’application σ := πn+2 ◦ σ est un difféomorphisme conforme sur son image. Or, les seuls points qui ne sont
pas dans l’image de σ sont les projetés dans Einn+1 de l’hyperplan d’équation xn+1 = 0, c’est-à-dire le cône de lumière
C(πn+2(e′−1)). �

Remarque
Reformulant la proposition précédente, Einn+1 est encore obtenue en rajoutant un cône de lumière à l’"infini" dans
R1,n, que l’on notera C(∞) dans la suite. �

17. Cette classe conforme s’appelle classe conforme canonique de Einn+1.
18. On rappelle que l’on entend par espace de Minkowski de dimension n + 1, noté R1,n, l’espace vectoriel Rn+1 muni de la forme

quadratique lorentzienne (de signature (1, n)) q1,n.
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En plus, on a le théorème suivant, qui est d’un intérêt propre pour la géométrie lorentzienne.

Théorème 6.2 —
Le groupe des difféomorphismes conformes de l’espace de Minkowski R1,n est isomorphe au produit semi-direct
(R∗ ×O(1, n)) nRn+1.

Démonstration
Reprenons l’application σ : R1,n −→ Einn+1 de la démonstration précédente qui est un difféomorphisme sur son image.
Toute transformation conforme de l’espace R1,n correspond donc à une transformation conforme de Einn+1 qui stabilise
p = πn+2(e′−1).
On sait que le groupe des difféomorphismes conformes de Einn+1 est O(2, n + 1) et qu’une matrice du stabilisateur de
p = πn+2(e′−1) pour l’action de O(2, n+ 1) est de la forme

M =

(
a tv c
0 A u
0 tw d

)

où a ∈ R∗, u, v, w ∈ Rn+1, c, d ∈ R, A ∈Mn+1(R) et vérifie

tM

( 0 0 −1
0 B 0
−1 0 0

)
M =

( 0 0 −1
0 B 0
−1 0 0

)
,

avec B =

( 0 0 −1
0 In−1 0
−1 0 0

)
.

Par conséquent, un calcul élémentaire montre que

StabO(2,n+1)(πn+1(e′−1)) =

{(
a atuBA a

2 q̃
1,n(u)

0 A u
0 0 1

a

)
, a ∈ R∗, A ∈ O(1, n), u ∈ Rn+1

}
.

Via ce qui précède, il devient clair que si g ∈ StabO(2,n+1)(πn+1(e′−1)), alors pour tout x ∈ R1,n, g · σ(x) = σ(aAx+ au).
D’où le théorème. �

6.1.2 Action de O(2, n+ 1) sur un espace de feuilles construit à partir de la variété d’Einstein.

L’action de O(2, n + 1) sur Einn+1 induit naturellement une action symplectique de SO0(2, n + 1) sur le fibré
cotangent T∗Einn+1 (muni évidemment de sa forme symplectique canonique ω).

Cette action préserve l’hypersurface de T∗Einn+1 définie par

T+
0 Einn+1 := {(x, β) ∈ T∗Einn+1|β 6= 0 et g∗Einn+1x

(β, β) = 0}

(qui est constituée des covecteurs isotropes non-nuls).
Comme on l’a remarqué au paragraphe 1.1.3, cette hypersurface possède un feuilletage caractéristique F . De plus,
le groupe O(2, n+ 1) préserve ce feuilletage caractéristique car il agit symplectiquement.
Or, comme on l’a vu à la proposition 16, chaque feuille du feuilletage caractéristique coïncide avec une orbite du
champ de vecteurs géodésique de lumière défini à partir de la métrique lorentzienne gEinn+1 . Mais chacune de ces
orbites est topologiquement un cercle, en particulier fermée et périodique. Ainsi, le quotient T+

0 Einn+1
F (qui est

l’espace des feuilles) est ici muni d’une structure de variété. De ce qui précède, on déduit que l’action du groupe de
Lie O(2, n+ 1) sur T+

0 Einn+1 passe au quotient en une action lisse de O(2, n+ 1) sur T+
0 Einn+1
F .

En outre, il relève du théorème 1.1 que le quotient est muni d’une structure symplectique : notant τ : T+
0 Einn+1 −→

T+
0 Einn+1
F la submersion surjective canonique, l’égalité τ∗ω̃ = ω|T+

0 Einn+1
définit une 2-forme symplectique ω̃ sur

T+
0 Einn+1
F .
A partir de l’égalité qui sert à définir ω̃, une simple vérification formelle permet finalement d’obtenir la proposition

suivante.

Proposition 44 Le groupe de Lie O(2, n+ 1) opère sur l’espace des feuilles caractéristiques T+
0 Einn+1
F par symplec-

tomorphismes.

Le paragraphe qui suit montre que l’espace des feuilles caractéristiques considéré est symplectomorphe à la
variété de Kepler T+Sn.
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6.1.3 L’espace des feuilles comme espace homogène sous l’action de O(1, n+ 1).

On se donne l’hyperplan vectoriel H := Vect(e0, e1, ..., en+1) de R2,n+1 de signature (1, n+ 1). D’après ce qu’on
a vu plus haut, πn+2(H ∩ C ) est un sous-ensemble de Einn+1 qui s’identifie à Sn.
On considère alors l’hypersurface de T+

0 Einn+1

N :=
{

(x, β) ∈ T+
0 Einn+1|x ∈ πn+2(H ∩ C )

}
qui est une transversale totale aux orbites du flot géodésique de lumière ; autrement dit, N intersecte chaque feuille
caractéristique une et une seule fois. La projection canonique τ : T+

0 Einn+1 −→
T+

0 Einn+1
F induit donc par restriction

un difféomorphisme de N sur T+
0 Einn+1
F .

Maintenant, l’action de O(2, n+ 1) sur T+
0 Einn+1
F considérée précédemment induit une action de O(1, n+ 1) sur

T+
0 Einn+1
F (après avoir identifié O(1, n + 1) au sous-groupe de O(2, n + 1) qui fixe le vecteur de base e−1) et donc

aussi sur N via le difféomorphisme (τ|N )−1. Cette dernière action est transitive .

Par ailleurs, on a une action conforme de O(1, n+ 1) sur Sn donnée par M · x := pr(Mx) où x est un point de
l’intersection du cône isotrope de q1,n+1 dans R1,n+1 = Vect(e0, e1, ..., en+1) avec la sphère euclidienne de dimension
n+ 1 et de rayon

√
2 (cette intersection s’identifie à Sn et q1,n+1

|Sn est la métrique ronde standard gSn sur Sn) et où
pr désigne la projection qui à tout point (différent de l’origine) du cône isotrope {q1,n+1 = 0} associe l’intersection
de Sn avec la droite passant par ce point et l’origine.
Cette action induit une action de O(1, n+ 1) sur T+Sn qui est transitive.

Le stabilisateur S du point p1 := (πn+2(e0 + e1), β0) de N pour l’action de O(1, n + 1) sur N est égal au
stabilisateur du point p2 := (e0 + e1, α0) de T+Sn pour l’action de O(1, n+ 1) sur T+Sn si l’on prend :

– pour β0 l’image deDe0+e1πn+2(e0+e1) par l’isomorphisme canonique Tπn+2(e0+e1)Einn+1 −→
(
Tπn+2(e0+e1)Einn+1

)∗
donné par la forme non-dégénérée gEinn+2πn+2(e0+e1).

– pour α0 l’image de De0+e1pr(e0 + e1) par l’isomorphisme canonique Te0+e1S
n −→ (Te0+e1S

n)∗ donné par la
forme non-dégénérée gSne0+e1 .

Notant η la submersion surjective canonique de O(1, n+ 1) sur O(1, n+ 1)/S, on a ainsi deux difféomorphismes
O(1, n+ 1)-équivariants donnés par :

Ψ : O(1, n+ 1)/S −→ N et Φ : O(1, n+ 1)/S −→ T+Sn

η(M) 7−→ M · p1 η(M) 7−→ M · p2.

On note enfin λ la 1-forme de Liouville sur T∗Einn+1 (à partir de laquelle est définie la forme symplectique ω)
et θ la 1-forme de Liouville sur T ∗Sn qui induit une forme symplectique Ω sur T+Sn.

Proposition 45 Le difféomorphisme (T+
0 Einn+1/F , ω̃) −→ (T+Sn,Ω) obtenu via la composition Φ◦Ψ−1 ◦ (τ|N )−1

est symplectique.

Démonstration
Puisque τ∗ω̃ = ω|T+

0 Einn+1
et D(x, β)(λ|N ) = D(x,β)λ|T(x,β)N , il suffit de montrer que Ψ∗(λ|N ) = Φ∗θ.

Or, d’une part,
Ψ∗(λ|N )η(M)(DMη(A)) = β0(DMf(A))

avec
f : O(1, n+ 1) −→ Einn+1

N 7−→ πn+2(M−1N(e0 + e1))
si bien que

Ψ∗(λ|N )η(M)(DMη(A)) = gEinn+1πn+2(e0+e1)(De0+e1πn+2(e0 + e1), De0+e1πn+2(M−1A(e0 + e1)))
= q2,n+1

e0+e1(e0 + e1,M
−1A(e0 + e1))

et d’autre part,
Φ∗(θ)η(M)(DMη(A)) = α0(DMg(A))

avec
g : O(1, n+ 1) −→ Sn

N 7−→ pr(M−1N(e0 + e1))
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si bien que
Φ∗(θ)η(M)(DMη(A)) = gSne0+e1(De0+e1pr(e0 + e1), De0+e1pr(M−1A(e0 + e1)))

= 1
µ2(e0+e1)gSne0+e1(e0 + e1,M

−1A(e0 + e1))
= q2,n+1

e0+e1(e0 + e1,M
−1A(e0 + e1)),

où µ(y) est défini par y = µ(y)pr(y) pour tout y appartenant au cône isotrope {q1,n+1 = 0} privé de 0 (µ(e0 + e1) = 1). �

Remarque
Faisons une remarque fondamentale qui donne une alternative à la preuve directe précédente du fait que T+Sn est
symplectomorphe à l’espace des feuilles caractéristiques T+

0 Einn+1
F .

On peut montrer que S est conjugué à O(n−1)nRn et identifier l’espace homogène O(1, n+1)/(O(n−1)nRn)
(difféomorphe à T+Sn d’après ce qu’on a vu plus haut) à une orbite coadjointe pour l’action de O(1, n + 1) sur
o(1, n + 1)∗. De plus, o(1, n + 1) est une algèbre de Lie simple (a fortiori semi-simple) et l’action adjointe de
Lie(O(n − 1) n Rn) sur o(1, n + 1) ne fixe qu’une seule droite de sorte que d’après la proposition 22, la structure
symplectique sur O(1, n + 1)/(O(n − 1) n Rn) et donc sur T+Sn est unique. En particulier, le difféomorphisme
composé de la proposition 45 est nécessairement symplectique.

Notons que pour montrer que O(1, n + 1)/(O(n − 1) n Rn) s’identifie bien à une orbite coadjointe, il suffit de
voir que O(1, n+ 1)/(O(n− 1)nRn) s’identifie à une orbite sous l’action adjointe de O(1, n+ 1) sur son algèbre de
Lie ; en effet, la forme de Killing sur o(1, n+ 1) non-dégénérée induit un isomorphisme naturel entre o(1, n+ 1) et
o(1, n+ 1)∗ qui est O(1, n+ 1)-équivariant.
Autrement dit, il suffit de trouver X ∈ o(1, n+ 1) tel que O(n− 1) nRn soit le stabilisateur de X dans O(1, n+ 1)
pour l’action adjointe.
En pratique, on cherche X ∈ o(1, n+ 1) tel que ∀ξ ∈ o(1, n+ 1), [ξ,X] = 0. On vérifie ensuite que X est déterminé
à facteur multiplicatif (non-nul) près. Pour cela, il est convenable d’utiliser une décomposition de l’algèbre de Lie
simple o(1, n+ 1) en espaces de racines.

Cette remarque aura permis notamment d’obtenir le résultat suivant, tout à fait remarquable.

Proposition 46 Toute forme symplectique sur T+Sn invariante sous l’action de O(1, n+ 1) considérée est propor-
tionnelle à la forme symplectique canonique.

6.2 Précision sur les groupes de symétries du problème de Kepler régularisé.
D’après les régularisations de Moser et Ligon-Schaaf, le système hamiltonien qui régularise le problème de Ke-

pler correspond à la variété symplectique T+Sn munie du hamiltonien géodésique G (pour la métrique ronde sur Sn).

Il découle des paragraphes qui précèdent que le groupe de Lie O(2, n+ 1) agit de façon symplectique sur T+Sn

(et même hamiltonienne car T+Sn est simplement connexe pour n ≥ 2).
Le groupe de Lie SO(2)×O(n+ 1) s’identifie à un sous-groupe de O(2, n+ 1) donné par{[

A 0
0 B

]
, A ∈ SO(2) et B ∈ O(n+ 1)

}
.

On identifie exactement de la même manière les groupes de Lie SO(2), O(2) et O(n + 1) à des sous-groupes de
O(2, n+ 1).

Proposition 47 Le groupe SO(2) agit sur T+Sn comme le flot géodésique.

Lemme 10 Le centralisateur de SO(2) dans O(2, n+ 1) est O(2)×O(n+ 1).

Démonstration
Si un élément g de O(2, n+1) centralise SO(2), alors g stabilise l’ensemble des points fixes de SO(2) pour son action naturelle
sur R2,n+1 induite par l’identification de SO(2) à un sous-groupe de O(2, n+ 1) donnée plus haut. Or cet ensemble de points
fixes est Vect(e1, ..., en+1). Alors g stabilise aussi l’orthogonal de Vect(e1, ..., en+1) pour q2,n+1, à savoir Vect(e−1, e0). D’où
g est un élément de O(2)×O(n+ 1). Réciproquement, on vérifie que chaque élément de O(2)×O(n+ 1) commute avec tous
les éléments de SO(2).

Cela permet finalement d’obtenir la proposition qui suit.
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Proposition 48 Toute symétrie du système hamiltonien (T+Sn,Ω, G) qui agit comme un élément de O(2, n + 1)
sur T+Sn s’identifie à une transformation appartenant à O(2)×O(n+ 1).

Démonstration
Soit s : T+Sn −→ T+Sn une symétrie du système hamiltonien (T+Sn,Ω, G). En particulier, s∗XG = XG, donc s commute
avec le flot de XG ; pour justifier cette dernière affirmation, il suffit de constater que les deux groupes à un paramètre
t 7→ s ◦ φtXG ◦ s

−1 et t 7→ φtXG coïncident en t = 0 et ont même dérivée à l’origine.
La proposition 47 implique que s commute avec l’action de SO(2). Mais par hypothèse, s agit comme un élément de O(2, n+1)
sur T+Sn, donc ce dernier doit commuter avec tout élément de SO(2), autrement dit doit appartenir au centralisateur de
SO(2) dans O(2, n+ 1), qui est justement O(2)×O(n+ 1) d’après le lemme précédent. �

Remarque
D’après les résultats obtenus dans le chapitre 5, le groupe de Lie SO(n+1) (que l’on peut plonger dans O(2, n+1))
est un groupe de symétries connexe du problème de Kepler régularisé (T+Sn,Ω, G) ; ses éléments s’identifient à des
éléments de O(2)×O(n+ 1) et agissent comme eux sur T+Sn. �

6.3 Une autre réduction symplectique, particulière à la variété de Kepler T+S3.
On traite ici le cas du problème de Kepler régularisé correspondant à la dimension n = 3.

On va montrer que l’on peut réaliser (indépendamment de ce qu’on a vu dans les sous-parties précédentes) T+S3

comme un quotient de Marsden-Weinstein (à symplectomorphisme près) et montrer comment l’algèbre de Lie
o(2, 4) = su(2, 2) du groupe de Lie O(2, 4) intervient pour cela.

Notation
Dans tout ce paragraphe, on désignera par 〈 , 〉, le produit scalaire hermitien standard sur C2, que l’on supposera
semi-linéaire à gauche et linéaire à droite. La norme hermitienne associée à ce produit scalaire sera notée ||.||.
Un vecteur générique de C4 sera noté (w, z), où w, z ∈ C2.
Pour tout nombre complexe z, on notera enfin Re z sa partie réelle et Im z sa partie imaginaire. �

6.3.1 Introduction d’une variété symplectique réduite.

On définit l’application :
Q : C4 −→ R

(w, z) 7−→ Re〈w, z〉

On voit aisément que l’application

b : C4 × C4 −→ R
((w1, z1), (w2, z2)) 7−→ 1

2Re (〈w1, z2〉+ 〈w2, z1〉)

est une forme R-bilinéaire symétrique sur C4 qui vérifie

∀(w, z) ∈ C4, b((w, z), (w, z)) = Q(w, z).

Il en résulte que l’application Q est une forme quadratique sur le R-espace vectoriel C4.

Lemme 11 La forme bilinéaire symétrique b est non-dégénérée.

Démonstration
Soit (w1, z1) ∈ C4\{0}. Prenons alors (w2, z2) := (z1, w1).
Bien sûr (w2, z2) n’est pas le vecteur nul et

b((w1, z1), (w2, z2)) = 1
2

(
||w1||2 + ||z1||2

)
6= 0 car w1 6= 0 ou z1 6= 0.

Dorénavant on considère la restriction de Q à C4\{0} que l’on note encore Q.

Proposition 49 L’image réciproque Q−1({0})\{0} est une sous-variété de C4\{0} de dimension 7.
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Démonstration
L’image réciproque Q−1({0})\{0} est clairement non-vide et si (w, z) ∈ C4\{0}, on a ∀(u, v) ∈ C4,

D(w,z)Q(u, v) = 2b((w, z), (u, v)).

Or, on a vu que b est non-dégénérée, donc Dw,zQ est une forme linéaire non-nulle. Cela montre que Q est une submersion.
En particulier, Q−1({0})\{0} est une sous-variété de C4\{0} ; sa dimension est 2× 4− 1 = 7. �

On munit la variété lisse C4\{0} de la structure symplectique associée à la différentielle extérieure de la 1-forme
α := 2Im

(∑2
i=1 widzi

)
que l’on notera dans la suite 2Im〈w, dz〉 pour alléger l’écriture.

Dans les "coordonnées" (η, ξ) de C4\{0} définies par

(η, ξ) = Φ(w, z),

où
Φ : C4\{0} −→ C4\{0}

(w, z) 7−→ 1√
2

(w + z,−w + z)

est un difféomorphisme lisse d’inverse

Φ−1 : C4\{0} −→ C4\{0}
(η, ξ) 7−→ 1√

2
(η − ξ, η + ξ) ,

la 1-forme α s’écrit : (Φ−1)∗(α) = Im(〈η, dη〉 − 〈ξ, dξ〉+ d〈η, ξ〉).
Comme les opérations "prendre la différentielle extérieure" et "prendre la partie imaginaire" commutent, (Φ−1)∗(α)
est cohomologue à α̂ := Im(〈η, dη〉 − 〈ξ, dξ〉).
Dorénavant, on prendra donc dα̂ comme forme symplectique sur C4\{0}.

Dans les coordonnées (η, ξ), la forme quadratique Q s’écrit

Q̂(η, ξ) := Q ◦ Φ−1(η, ξ) = 1
2(||η||2 − ||ξ||2).

On fait maintenant agir linéairement le groupe des complexes de module 1, U(1), sur C4\{0} par multiplication
à gauche de chacune des composantes.

Proposition 50 L’action de U(1) sur C4\{0} est hamiltonienne.

Démonstration
Cette action est bien évidemment lisse et symplectique au vu de l’expression de dα̂.
De plus, l’application moment à considérer est à facteur multiplicatif constant près Q̂. �

L’action de U(1) sur Q̂−1({0}) est lisse, libre et propre de sorte que le quotient Q̂−1({0})/U(1) est muni d’une
structure de variété lisse (de dimension 6) telle que la surjection canonique π : Q̂−1({0}) → Q̂−1({0})/U(1) soit
une submersion lisse.

Il résulte de la proposition 50 et du théorème de Marsden-Weinstein-Meyer que le quotient Q̂−1({0})/U(1)
possède une forme symplectique Ω.

6.3.2 L’algèbre de Lie su(2, 2) ou so(2, 4).

On désignera les trois matrices de Pauli par :

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.
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On rappelle que ces trois matrices forment une base de l’algèbre de Lie su(2).

Ces matrices permettent de définir l’application de Hopf suivante :

π : C2\{0} −→ R3\{0}
η 7−→ (〈η, σiη〉)1≤i≤3

Lemme 12 L’application π est bien définie et surjective.

Démonstration
Soit m = (m1,m2,m3) ∈ R3. L’équation π(η) = m se réécrit :

Re(η1η2) = m1

2
Im(η1η2) = m2

2
|η1|2 − |η2|2 = m3

,

ou encore η1η2 = m1 + im2

2
|η1|2 − |η2|2 = m3

.

Ce système montre d’abord que si m1 = m2 = m3 = 0, alors η1 = η2 = 0, donc que l’application de Hopf est bien à valeurs
dans R3\{0}.
Si à présent m ∈ R3\{0}, le système précédent devient :η1η2 = m1 + im2

2
4|η2|4 + 4m3|η2|2 − (m2

1 +m2
2) = 0

si η2 6= 0

ou η1η2 = m1 + im2

2
4|η1|4 − 4m3|η1|2 − (m2

1 +m2
2) = 0

si η1 6= 0.

Traitons le premier système (cas où η2 6= 0), le deuxième étant analogue. L’équation du second degré en |η2|2 a pour
discriminant 16||m||2, où ||.|| est ici la norme euclidienne sur R3, d’où

|η2|2 = −m3 ± ||m||
2 .

Il s’agit alors de discuter selon le signe de −m3 + ||m|| et celui de −m3 − ||m||, en sachant que les solutions obtenues ont un
sens si et seulement si −m3 ± ||m|| ≥ 0.

On a toujours ||m|| ≥ m3, donc |η2| =
√
−m3+||m||

2 est solution. Il existe alors ζ ∈ U(1) tel que η2 =
√
−m3+||m||

2 ζ. On
obtient alors η1 = m1−im2√

2(||m||−m3)
ζ, ce qui n’est possible que si ||m|| 6= m3, c’est-à-dire (m1,m2,m3) /∈ {(0, 0)} × R+.

Ensuite, si |η2| =
√
−m3−||m||

2 est solution, on doit avoir ||m|| ≤ −m3, donc (m1,m2) = (0, 0) et finalement η2 = 0, ce qui est
exclu. Finalement, après avoit traité le second système (cas où η1 6= 0), on obtient comme ensemble de solutions à l’équation
π(η) = m : η ∈ C2\{0},∃ζ ∈ U(1),


η = 1√

2(||m|| −m3)
(m1 − im2, ||m|| −m3)ζ si m /∈ {(0, 0)} × R+

η = 1√
2(||m||+m3)

(||m||+m3,m1 + im2)ζ si m /∈ {(0, 0)} × R−

 .

En particulier, cela montre que π est surjective. �

Faisons maintenant un rappel concernant l’algèbre de Lie de SU(2, 2). Il s’agit de su(2, 2) = {M ∈M(4,C),tMJM =
J et tr(M) = 0} où

J =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .
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Une base de cet espace est donnée par les matrices

J =
(

I2 O2
O2 I2

)
; M1 =

(
−σ1 O2
O2 O2

)
; M2 =

(
−σ2 O2
O2 O2

)
; M3 =

(
−σ3 O2
O2 O2

)
;

N1 =
(
O2 O2
O2 −σ1

)
; N2 =

(
O2 O2
O2 −σ2

)
; N3 =

(
O2 O2
O2 −σ3

)
;

Q0 =
(
O2 iI2
iI2 O2

)
; Q1 =

(
O2 σ1
−σ1 O2

)
; Q2 =

(
O2 σ2
−σ2 O2

)
; Q3 =

(
O2 σ3
−σ3 O2

)
;

P0 =
(

O2 I2
−I2 O2

)
; P1 =

(
O2 −iσ1
−iσ1 O2

)
; P2 =

(
O2 −iσ2
−iσ2 O2

)
; P3 =

(
O2 −iσ3
−iσ3 O2

)
,

où on note O2 et I2 les matrices nulle et identité de taille 2× 2.

6.3.3 La variété de Kepler T+S3 comme variété symplectique réduite.
Notation
Comme souvent, on identifie T+S3 à {(x, p) ∈ R4 × R4|||x|| = 1, p 6= 0, 〈x, p〉 = 0}, où ici 〈, 〉 est le produit scalaire
euclidien standard sur R4.
On note θ la 1-forme différentielle sur T+S3 induite par la 1-forme de Liouville sur T ∗S3.

L’intérêt de ce paragraphe est la construction d’une application ϕ̂ : Q̂−1({0})→ T+S3 qui induira un symplec-
tomorphisme de Q̂−1({0})/U(1) sur T+S3.

On commence par définir pour tout A ∈ su(2, 2) la fonction suivante définie sur C4\{0} :

ψA : (η, ξ) 7−→ (η, ξ)JA
(
η

ξ

)
ainsi que les fonctions

J := ψ 1
2J

Mi := ψMi
, ∀i ∈ J1, 3K

Ni := ψNi
, ∀i ∈ J1, 3K

Q0 := ψQ0 , Qi := ψQi , ∀i ∈ J1, 3K
P0 := ψQ0 , Pi := ψPi , ∀i ∈ J1, 3K

à partir des éléments de su(2, 2) définis au paragraphe précédent.

Les expressions explicites sont indiquées dans la proposition suivante.

Proposition 51
J(η, ξ) = 1

2 (||η||2 + ||ξ||2)
Mi(η, ξ) = − 1

2 〈η, σiη〉, ∀i ∈ J1, 3K
Ni(η, ξ) = 1

2 〈ξ, σiξ〉, ∀i ∈ J1, 3K
Q0(η, ξ) = −Im〈η, ξ〉, Qi(η, ξ) = Re〈η, σiξ〉, ∀i ∈ J1, 3K
P0(η, ξ) = Re〈η, ξ〉, Pi(η, ξ) = Im〈η, σiξ〉, ∀i ∈ J1, 3K

Notation
Si A désigne l’une quelconque des lettres M,N,P,Q utilisées pour définir les fonctions précédentes, on notera A la
fonction à valeurs vectorielles qui à (η, ξ) associe  A1(η, ξ)

A2(η, ξ)
A3(η, ξ)

 .

On notera alors A2 la somme
3∑
i=1

A2
i .

Le produit vectoriel de deux vecteurs de R3 sera noté ×. �
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La proposition ci-après donne quelques relations entre Q̂ et les fonctions précédentes dont on se servira. On a
pour cela besoin du lemme suivant.

Lemme 13 Si u,w, z sont trois éléments génériques de C2, on a la relation

3∑
i=1

Re〈z, σiu〉Re〈z, σiw〉 = ||z||2Re〈u,w〉 − Im〈z, u〉Im〈z, w〉.

Démonstration
On remarque d’abord que pour u,w, z ∈ C2,

3∑
i=1

〈u, σiz〉σiw = 2〈u,w〉z − 〈u, z〉w.

Echangeant les rôles de u et z dans l’égalité précédente, on obtient (puisque les matrices de Pauli sont d’ordre 2)

3∑
i=1

〈u, σiz〉σiw = 2〈z, w〉u− 〈z, u〉w.

Additionnant les deux égalités, il vient :

3∑
i=1

Re(〈u, σiz〉)σiw = 〈u,w〉z + 〈z, w〉u− Re〈z, u〉w.

Multipliant à gauche cette dernière égalité par tz, il vient :

3∑
i=1

Re(〈u, σiz〉)〈z, σiw〉 = 〈u,w〉||z||2 + 〈z, w〉〈z, u〉 − Re〈z, u〉〈z, w〉.

Prenant finalement la partie réelle des deux membres de l’égalité précédente et utilisant que Re(z1z2) = Rez1Rez2−Imz1Imz2
pour des nombres complexes z1, z2 quelconques, on obtient la formule annoncée. �

Proposition 52 On a les relations suivantes.
1. M2 = 1

4 (J + Q̂)2.

2. N2 = 1
4 (J − Q̂)2.

3.
3∑
i=0

Q2
i = Q2

0 +Q2 = J2 − Q̂2.

4.
3∑
i=0

P 2
i = P 2

0 + P 2 = J2 − Q̂2.

5. − 1
2 (J + Q̂)Q = P0M +M × P .

6. 1
2 (J + Q̂)P = Q0M +M ×Q.

7.
3∑
i=0

PiQi = 0 si J + Q̂ 6= 0.

Démonstration
La démonstration s’appuie essentiellement sur le lemme précédent. �

Remarque
Le point 3) de la proposition précédente montre en particulier que si (η, ξ) ∈ Q̂−1({0}), le vecteur 1

J(η,ξ)

(
Q0(η, ξ)
Q(η, ξ)

)
est un élément de S3, la sphère unité de R4. �
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En outre, les points 3), 4) et 7) garantissent que l’application

ϕ̂ : Q̂−1({0}) −→ T+S3(
η

ξ

)
−→

(
1

J(η,ξ)

(
Q0(η, ξ)
Q(η, ξ)

)
,

(
P0(η, ξ)
P (η, ξ)

))
est bien définie. Elle est aussi bien sûr de classe C∞.

Voici maintenant le théorème qui permet d’identifier T+S3 à un quotient de Marsden-Weinstein.

Théorème 6.3 —
Notons i : Q̂−1({0}) ↪→ C4\{0} l’inclusion.
L’application ϕ̂ est surjective et vérifie ϕ̂∗θ = i∗α̂.
En outre, elle induit un symplectomorphisme de (Q̂−1({0})/U(1),Ω) sur (T+S3, dα).

Démonstration
Un vecteur générique x = (x0, x1, x2, x3) de R4 sera noté x =

(
x0

x

)
par analogie aux notations utilisées plus haut.

On commence par montrer que ϕ̂ est surjective.
On définit pour cela les applications

f : Q̂−1({0}) −→ S3 × C2\{0}

(η, ξ) 7−→
(

1
J(η,ξ)

(
Q0(η, ξ)
Q(η, ξ)

)
, η

)
et

g : S3 × R3\{0} −→ T+S3

(x,m) 7−→
(
x,

( ∑3
i=1 ximi

−x0m+ x×m

))
qui sont bien définies, bijectives, lisses, de bijections réciproques

f̃ : S3 × C2\{0} −→ Q̂−1({0})

(x, η) 7−→

(
η,

3∑
j=1

xjσiη − ix0η

)
et

g̃ : T+S3 −→ S3 × R3\{0}
(x, p) 7−→

(
x, p0x− x0p+ p×m

)
respectivement, également lisses. Les vérifications se font à partir du lemme 13 et de la proposition précédent l’énoncé du
théorème.
La composition

Q̂−1({0}) f−→ S3 × C2\{0} Id×π−→ S3 × R3\{0} g−→ T+S3 ,

où l’on aura noté π l’application de Hopf, correspond exactement à l’application ϕ̂.
La surjectivité de ϕ̂ découle maintenant de ce qui précède et du lemme 12.

Calculons à présent ϕ̂∗θ. On a :

ϕ̂∗θ = 1
||η||2

[
Re(〈η, ξ〉)d(−Im〈η, ξ〉) +

3∑
i=1

Im〈η, σiξ〉d(Re〈η, σiξ〉)

]

= 1
||η||2

[
Re(〈η, ξ〉)(Im〈ξ, dη〉 − Im〈η, dξ〉) +

3∑
i=1

Im〈η, σiξ〉(Re〈σiξ, dη〉 − Re〈η, σidξ〉)

]
Utilisant maintenant le lemme 13 où l’on remplace u par −iξ, z par η et w par dξ, il vient

3∑
i=1

Im〈η, σiξ〉Re〈η, σidξ〉 = −||η||2Im〈ξ, dξ〉+ Re〈η, ξ〉Im〈η, dξ〉
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Donc

ϕ̂∗θ = 1
||η||2

[
−||η||2Im〈ξ, dξ〉+ Re〈η, ξ〉Im〈ξ, dη〉+

3∑
i=1

Im〈η, σiξ〉Re〈σiξ, dη〉

]
= 1
||η||2

[
−||η||2Im〈ξ, dξ〉+ ||ξ||2Im〈η, dη〉

]
= Im〈η, dη〉 − Im〈ξ, dξ〉
= α̂|Q̂−1({0})
= i∗α̂

Ensuite, la démonstration du lemme 12 montre que les images réciproques des points de T+S3 par l’application ϕ̂
coïncident avec les orbites de l’action de U(1) sur Q̂−1({0}).
Notant Π la projection canonique de Q̂−1({0}) sur Q̂−1({0})/U(1), on voit ainsi que ϕ̂ induit une bijection lisse Φ̂ de
Q̂−1({0})/U(1) sur T+S3 telle que ϕ̂ = Φ̂ ◦Π.
On avait déjà Π∗Ω = i∗(dα̂) et on vient de voir que ϕ̂∗θ = i∗α̂, donc en prenant la différentielle extérieure (qui commute
avec le tiré-en-arrière), on a aussi Π∗Φ̂∗(dθ) = ϕ̂∗(dθ) = i∗(dα̂). Ainsi il résulte :

Π∗Ω = Π∗Φ̂∗(dθ).

La surjectivité de Π montre alors que
Ω = Φ̂∗(dθ),

autrement dit Φ̂ est un symplectomorphisme local. Puisque l’application est aussi bijective, Φ̂ est finalement un symplecto-
morphisme. �
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Conclusion et Remerciements.

Ce mémoire m’a permis de découvrir une nouvelle branche des mathématiques, à savoir la géométrie symplec-
tique et d’apprendre une partie de la théorie des systèmes dynamiques.
Je tiens à remercier l’encadrant de ce travail, Charles Frances, avec qui j’ai eu l’occasion de m’entretenir de nom-
breuses fois et qui m’a guidé tout au long de l’année universitaire en me proposant la lecture d’un échantillon large
de documents reliés directement au problème de Kepler ou traitant plutôt de concepts géométriques nécessaires pour
l’aborder. En outre, j’ai bénéficié d’explications claires, précises et illustrées concernant des notions géométriques
sur lesquelles la littérature n’insiste souvent pas.
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